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第 一 章 预备 知识 


在 这 一 章 ,我 们 不 加 证 明 地 叙述 在 这 份 讲义 中 经 常用 到 的 , 关 
于 Lie 群 及 Riemann 流 形 方 面 的 基本 概念 , 以 及 许多 经 典 结果 ， 


$1 Lie 群 和 齐 性 空间 


关于 这 一 节 , 详细 内 容 请 见 O. Qhevajley[6] % Y. Matsushi- 
ma[ 16], 


1.1. Lieg 


定义 ”如果 集合 G 上 存在 一 个 仿 紧 O 的 流 形 结构 ， 又 存在 
一 个 群 结构 ,使 得 群 的 乘法 (@, y) > ay Fe Gx 4 到 GG 内 的 C” 映 
射 ,又 取道 运算 4 一 2 是 到 G Hy) Co 映射 , 则 G 称 为 Lie 群 . 

当 G 为 实 流 形 时 , G 称 为 实 Lie 群 ， 当 G 为 复 流 形 时 ,， G 称 
为 复 Lie 群 . 

例 1* 取 G=R", CRA n 维 实 列 向 量 


构成 的 % 维 实 线 性 空间 ;或 取 GQ-C", 它 是 所 有 郊 维 复 列 向 量 构成 
的 % 维 复线 性 空间 ， 它 们 在 标准 的 CO” 流 形 结构 以 及 加 法 群 结 构 
下 构成 Lie FE. . 

例 2 WW G= fev", —co<O<oco}, EAE O” RIB 
FA RR AED FRR Lie F. 


” KBAR 记 实 数 域 , C 记 复数 域 。 


WS WEL, R) 为 所 有 % 阶 非 异 实 方 阵 构 成 的 集合 
Glin, CC) 为 所 有 % 阶 非 异 复方 阵 宰 成 的 集合 。 按 如 下 对 应 


C11 ”Cdn 
. . t 
( : <-> (asx, eee, Cin; cer, Gni, eee, Gan), 


Ont *** Onn 
FEB (an, 0, Onn) 表示 Xo 矩阵 (gs, +, Onn) HE BS, Pi 
dé n xi, 因此 GL (mn, R) ERY WIT RB, GL(n, ©) 
是 C" URTHE. TE GOLO, R) 及 GL(n, ©) 在 上 述 0” RB 
结构 以 及 方 阵 相 乘 的 群 结构 下 构成 Lie 群 , 称 为 一 般 线 性 群 . 

为 了 建立 Lie 群 与 Lie 代数 间 的 联系 ， 下 面 引进 Lie 代数 的 
定义 HRK 上 线性 空间 8, 有 双 线 性 映射 468x989, 记 作 
LX, Y]. 它 适合 条 件 ; 对 一 切 X, Y, Zea, 有 

EX, Yj+[Y, X]=0 
LX, Y, 2]]+[4, LX, Fll+ EY, (4, X]]=0 
(Jacobi 恒等式 )， 
则 g 称 为 域 K Fh Lie KR, 4K=RiN, M a KAR Lie 代 
数 ; 当 上 一 C 时 , 则 8 HAR Lie 代数 . 

记 腑 为 0” 流 形 ( 我 们 总 假设 它 是 仿 紧 的 )，0O™(M) 为 有 上 
PASC’ 衣 数 构成 的 实 结合 代数 . 对 xzE M, PTW 
eR, M LARS XM LPR, EHM 中 任 一 点 
2， 对 应 一 个 切 向 量 XLET.(M), HIE r> X. ROHN, RX 
是 作用 在 CPM) LD. BM 上 所 有 向 量 场 构成 集合 二 Ch， 
CRS RE. HEÆRSEO(M), XEM), WEX (SX) 
~f(@)X., VEM, WM SJXEEM), B EMY H OFM) 模 ， 
EX Xf) (@) = 区 sj VEEM, 可 知 X HASRE CM) 上 的 
RERS, AER f, gEO°(M), AX (fg) =(Xf)g+f (Xg). 

ERER XM) S| Be eX F], YX, YEM), 
它 定义 为 : 对 MBE Ro UE O er Be S, 则 LY, 了 jsf 


es 2 o 


—~XA(VA)—-Ye(XP). PEX XCM) MW Lie 代数 ， 

BD) Lie RG, 下面 两 种 O 同 胚 映射 特别 重要 ， 它 们 是 ; 任 
意 取 定 gEG， 可 以 定义 左 平移 Lo，2z 一 aw，YzEG 以 及 右 平移 
Re, ves, Vee, G LARG 称 为 左 不 变 的 , 如果 dLa X) 
~X, VaeG, wei dL, (X.)=Xa, VEG; 同样 ，G 上 向 景 场 
了 让 称 为 右 不 变 的 ， 如 果 AR(X)=-X, Vaca. WM dRa(Xa) 
=X s, VECA, 这 里 对 0” 流 形 M EA OP Ro, W do 记 它 
的 微分 . 

定义 Lie 群 G 上 所 有 左 不 变 向 量 场 构成 的 集合 (cC, 
按照 区 (GD 的 Lie 代数 结构 , 自然 构成 一 个 Lie 代数 ， 称 为 Lie gf 
G 的 Lio 代数 , 记 作 g=LieG. 

W e H Lio Ga 的 单位 元 素 , To(G) 为 e RWS. WEAN 
Lie 代数 8g 一 Lie G, 则 有 自然 的 实 线性 同 构 XX, VEg. 于 
是 有 dimg~dim7T6(G) 一 dimG， 在 To(G) 中 引进 换 位 运算 , 使 
X> Xe, VV, MeL LX. Yo) 一 上 一， Fle, YX, 了 Eg. F 
是 T,(G) 也 是 Lie 代数 ， 

pja 设 Lie 群 G=GL(tm, C), 其 Lie 代 数 g=LieG， 由 于 
G 是 所有 mw 阶 复方 阵 构 成 的 维 复 流 形 CY 的 开 子 流 形 ， 单 位 元 
Re RAMA. m e 点 的 切 空间 To。(G) 和 CY 可 以 看 作 相 同 . 

i al(n, OANA n 阶 复 方 阵 构成 的 二 维 复线 性 空间 , 在 其 
中 按 [4, B]=AB—BA, VA, BEgln, C) 引进 换 位 运算 ， 则 
gl(n, C) 为 复 Lie 代数 ， 由 上 面 引 进 的 线性 同 构 g 实 TA(G)， 所 以 
GL(n, C) K Lio Ra ogn, C), SERIE al(n, C) 和 Lie 
if GL(n, C) Ay Lie 代数 看 作 相同 . 

定义 MR Lie 群 Ga 到 Gs PRRI p C—C 是 流 形 的 
O” phat, HERES I p 称 为 Lie 群 Gi 到 Gs HE. WE p 是 
Lie 群 Ga 到 Gy 上 的 .OF BRET, 且 是 群 同 构 ， 则 @ 称 为 Lie oF Ga 到 

定义 如 果 Lie 代数 g1 到 gs ,内 的 线性 映射 p i> 45， 适合 
e(LX, Y]) = [o(X), pW)], VX, Y Eg, W p HH Lie RH g 


到 gs 的 同 态 ， 特别 若 p 还 是 Lie 代数 81 到 gs LARREEI, W 
P 称 为 Lio 代数 91 到 .gs 上 的 同 构 . 

DE Lie H A P: G1 > Ga HST Lie 代数 同 态 dp: 91> Ga, 
其 中 8 一 Lie 9, i=1, 2， 当 G 连通 , 则 2 由 dp 唯一 决定 . 

特别 ，Lie GOH AW ST Lie 代数 9=LieQ 的 自 同 
构 ， 对 Lio 群 9 来 说 ,最 重要 的 自 同 构 是 内 自 同 构 , 它 定义 为 A; 
svaro, Eh a H GRE- RENER. CREST Lie 代数 的 
HEH dA, 改 记 作 Adla), BA 
(1.1) Ad(a) =dA,, a€G@, 

定义 Lie 群 G 到 Lie 群 GD 人 C) 内 的 同 态 称 为 G 的 表示 . 
Lie 代数 6 到 Lie 代数 a(n, 忆 ) 内 的 同 态 称 为 g AR, 

所 以 Lie EG 的 表示 8g 定义 了 Lie 代数 8 一 LieG 的 表示 
dp, - 
EV An HERES, 六 上 所 有 非 异 线性 变换 构成 的 群 记 
GLV). FEV PRA, GLY) ERAT GL, R). 
FUL, 可 以 在 GL(V) 中 引进 Lie 群 结构 ， 易 证 , 这 个 Lie H 
结构 实际 上 与 基底 选 到 无 关 . 

上 所 有 线性 变换 构成 线性 空间 81(V)， 在 其 中 到 进 换 位 运 
算 (A, B])=AB—BA, VA, BEGIV), FE al(V) 为 Lis 代数， 
显然 , 在 了 中 取 定 一 组 基 后 ,可 证 SIV WF alm, R. 

Lie 群 GLCV) 的 Lie 代 数 同 构 于 98I(V)， 今 后台 惯 上 袖 
al(V) J Lie 群 GLV) W Lie 代数. 

定义 对 Lie 群 G HR A.D 定义 了 GQ H Lie AR 9 HH 
同 构 Adla), Vaca. FÆ G A ol (a) WAS BR SS Ad, a—> Ad (a) 
是 ie HG 的 一 个 表示 , 称 为 @ HARB. 

定义 ”对 Lic Rag, NB ad, 8 一 sia) H: EN X€g, 

-ad(X¥YY =[X, Y], YY Es. 
ar ad 为 Lie RHC 的 同 态 映射 ， 所 以 是 g ARR, HW 5 
BY Be I ta . 
易 证 对 Lie HG Hy Lie R36, HG 的 附属 表示 .A0, :可 点 
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导出 6 的 附属 表示 
(1.2) ad=d(Ad), 

上 面 定 义 了 Lie 群 的 同 态 , 从 Lie 群 的 同 态 诱导 了 它们 的 Lie 
代数 的 同 态 . 很 自然 地 ,对 连通 Lie 群 AAG, 记 它 们 的 Lie 代 
BAMA b=LieH, g=LieG, oR b Bl a 的 映射 p 是 Lie 代数 
的 同 态 ， 一 般 说 , 它 不 能 给 出 Lie 群 五 到 G 内 的 同 态 9, 使 此 同 
态 9 诱 导 的 Lie RRO 到 g 内 的 同 态 唉 =p2， 只 有 当 连 通 Lie 群 
H 是 单 连通 时 , 则 唯一 存在 一 个 连通 Lie HAAG KAAS, 使 
dp=p, 

作为 上 述 事 实 的 一 个 重要 的 特例 ,是 取 HR, FAH Lie 
PH 的 Lie 代数 也 可 以 取 作 6=R， 对 Lie 群 G， 记 g=LieG, 
FERRE XEqg, 则 t 一 t+ 了 tERÆXT Lie 代数 5 5) g AWA 
5. 由 于 连通 Lie 群 五 = 民 单 连通 ， 所 以 唯一 存在 Lie H=R 
到 G 内 的 同 态 px, 使 dpzx: t>tX, 

pz(R) 称 为 Lie 群 G 的 用 三 定义 的 单 参 数 子 群 ， 通 常 记 
Pr) H exprxX, tER, 

可 以 证 明 ， 如 果 Lie HG. 到 Gs AWA 9: Gi 一 Gs， 则 对 所 
及 Eg1=LieGy, 有 
(1.3) plexptX) =exptdp(X), tER. 

定义 Lie H(CG) HH LicHG Hh Lie FH, 如 果 恒 等 
Batt, HoG 是 内 射 同 态 , 且 使 其 微分 也 是 内 射 同 态 ， 

在 下 面 用 这 样 的 符号 ， 对 Lie 代数 g 的 两 个 子 集 合 a, 6， 则 
由 {X, Y]|X€a, 工 E 身 生成 的 子 空 间 记 作 [o, 6]. 于 是 有 

定义 ”Lie 代数 9 WTS bh, MRA LH, bch, 则 称 为 9 
的 子 代数 ; MRA, 9] C09, WHA s 的 理想 . 

BAW Lie # G W Lie fF. ifa=LieG, b=Lio H, H 
eM, HEFE Ha, W dA a 的 子 代数 ， 我 们 将 
Lie 代数 dih Alb EE 那么 可 以 证 明 : 在 Lic a 的 所 有 
连通 Lie 子 群 和 Lie 代数 6 一 LieG 的 所 有 子 代数 间 ， 存 在 一 个 自 
然 的 一 一 对 应 .而 且 G 的 Lie 子 群 瑟 为 G 的 正规 子 群 当 且 仅 当 

。 5 o 


weiug anum > | a amg) TOU (全 (‘uig | we & x. 


w+ewe AUA (mg) QU (3 wig | g |# 去 
(ust wiz) 2 {omor+ 11 (9) TEPE {fond (9 “mg)79 3°}. | Ow | 把 去 E 
(0 | tometa DA= {1=0%4| (3 W 7p 39} Oyo |#xag 
2/ (tw) (a) "Ue Uent WouG wg (Wo8 EEE 
gp 一 Wu (WEU eM o =m} Wo 起 g r 
Toe WUA | (Y TDU (I W178 ww | ameua 
a WDH ROKOV EEL WWD | HHEN-X 
T-t 更 Us 更 (WAU (3 ‘WIS {4%) ns Ot Hw Sh 

gts {'o=0 +0; (D"A 3°} =e o ("T= 0p, | (3) “A SP} Ma | 起 显 . 

awe {osram (DRI) NA | {101| (3 W Tp39} (9 DT9 | ayers 

ous HN {o#0yep| (D) "mW 30} (3 ‘WTD Hapa 
HO 6 5 & 2 ws 


它 对 应 的 子 代数 D Ao 的 理想 ， 

于 是 ,对 Lie 代数 a, 一 般 线性 群 GL(9) 的 Lie 代数 为 gf (多 )， 
而 6 在 附属 表示 ad 下 的 像 cdg 为 81(8) 的 子 代数 ， 因 此 在 Lie 群 
GL(g) 中 存在 连通 Lie THE ER Lie 代数 即 为 odg. 这 个 Lie 子 
群 记 作 Ad), RHA Lie 代数 6 的 附属 群 。 我 们 知道 Lie 代数 g 
的 附属 群 Ad(g) 中 每 个 元 素 , 都 是 Lie 代数 8 MAW. 且 Ad(g) 
实际 上 是 由 {expad(X)|VX Eg} 生成 ,其 中 exp 定义 为 


expad(X) = ï Fo dX), | 


即 exp 为 线性 变换 的 通常 的 指数 函数 . 

WR o 是 连通 Lie P G HY Lie (LR, MG WH BRR Ad 下 
的 像 集 44(9) 就 是 Ada). 

È. Carian 证 明了 一 个 重要 的 定理 ，Lie 群 的 闭 子 群 必 为 Lie 
子 群 ， 用 这 个 定理 ,可 以 给 出 一 大 批 矩 阵 Lie 群 ， 实 际 上 , 只 要 在 
一 般 线性 群 GL(m, ©) 中 找 闭 子 群 即 可 . 

ER Ip, 我 们 列举 出 一 批 GL(n, C) 中 的 闭 子 群 , 它们 通常 
称 为 典型 群 ， 这 是 一 批 极 为 重要 的 Lio F, 

这 里 M.C), MRAM, E n MITRE FL. 
In OnE M,(C) 分 别 记 单位 方 阵 及 零 方 阵 ，TTra deta 55h ia 


及 行列 式 ,而 
On 一 了 
7 In 2°) 
1.2. 齐 性 空间 . 
G y Lio if, HG 的 闭 子 群 , 记 G/ 互 为 旁 集 空间 


{oH jeca}, 
ia, G>G/H KERRE, BNW a(g)-gH, Yg EQ。 熟知 
能 在 G/H 中 引进 6 流 形 结构 , 使 得 自然 映射 x 为 C0” 映射 而 


”和 且 对 G/H 中 任 一 点 % 陶 近 有 一 个 局 部 截 影 9， 即 存在 点 oH 


» Fe 


的 一 个 邻 域 品 ， 及 0” 上 映射 SU 一 GG， 使 得 * rc8= or 而且， 
对 每 一 元 素 wcEG, 用 

Tala (v)) =x (as), VEG 
可 以 定义 一 个 0” AR ta: G/H>G/H, 

定义 RH HLH 的 闭 正规 子 群 , Wes O/H 是 
普通 的 商 群 ， 且 关于 OW 流 形 结构 构成 一 个 Lie 群 , 称 为 Lie HG 
关于 闭 正规 子 群 的 商 群 . 

对 Lie RG, G 中 子 集合 

C= {aC G@!ca=azxr, Va CG} 
显然 构成 G 的 闭 正规 子 群 , 称 为 Lie HG 的 中 心 ， 

Lie 的 理论 告诉 我 们 , 任 给 一 个 Lie 代数 6, 可 以 造 出 一 个 Lio 
HG, ER Lie 代数 和 4g AW. ARE, MAY Lic 代数 
$1 和 gs， 它们 决定 的 Lie 群 间 有 什么 关系 ? 已 经 知道 ， 任 给 一 个 
Lio 代数 9， 能 构造 出 一 个 连通 且 单 连通 的 Lie EG, CAME 
义 下 唯一 ， 记 @ 为 Lie 群 @ 的 中 心 , O 中 任意 离散 正规 子 群 及， 
则 商 群 G/ 五 的 Lie RRA GAM. RZ, 对 任 一 Lie HG, mR 
它 的 Lie 代数 和 8 同 构 ， 那 么 在 O 中 存在 离散 正规 子 群 五 , 使 G 
和 商 群 G/H 同 构 . 

下 面 引进 齐 性 流 形 的 概念 . WM 为 OP 流 形 . Lie F G PA 
WE M 上 的 Lie 变换 人 群 ， 或 者 称 为 Lie 群 G 作用 于 E, WE 
存在 0” RAO, Gx M—>M, (sie 

D(a, x) =ax, VaeG, «eM, 

则 有 aloe) = (ab)s, Va, bEG, cE M, 
且 有 ez=2, 其 中 2 为 Lie 群 G 的 单位 元 素 ， 这 时 , MEL aE 
可 以 引进 流 形 M PAM LAC’ AK te, 它 定 义 为 

Tala) =ax, YEM. 

流 形 有 中 取 定 一 点 x2 则 Lie HG. TIE 
= {a E Q | ar =e} 
KA Lie 群 G 在 点 «的 迷 向 子 群 . 记 卫 = 门 Hs N Fy Lie gf 
CRB dy BHF 4 上 的 恒 等 映射 

» B 。 


G 的 闭 正规 子 群 

ME F=}, RINA Lie 群 G 在 流 形 M 上 作用 有 效 ， 如 果 
F 为 离散 子 群 ,我 们 说 Lie 群 G 在 流 形 M 上 作用 凡 乎 有 效 ， 

可 以 看 出 ， 如 果 Lie 群 G 在 流 形 M 上 作用 不 是 有 效 的 ， 那 

么 商 群 G/F 也 作用 在 流 形 必 上, 且 在 流 形 庚 上 作用 必然 有 
效 . 
” ”定义 设 Lie 群 G 作用 在 0” 流 形 履 上， 通过 用 中 点 “的 
轨道 为 M 中 子 集合 {ac|VaeG}. 如 果 G 只 有 一 个 轨道 ， RA 
话说 ， 如 果 对 MER Ao, y, 存在 4€E GQ 使 得 czy， 则 我 们 
称 Lio G ARTE M ERER ETÉ. 

定义 H Lie H GERE C WME M LÆRK, EM A 
G 的 齐 性 流 形 , 简称 流 形 M 为 齐 性 空间 . 

Lie # G RATH H 构成 的 旁 集 空间 G/H 是 齐 性 空间 、 这 
时 .G 作用 在 G/A 上 有 效 (几乎 有 效 ) SBMA HG 
正规 子 群 是 {eo} RTH). 

BRE MA Lie 群 G 的 齐 性 空间 ， 在 流 形 久 中 到 定 一 点 
O. A OMG 的 迷 向 于 群 为 互 ,G 到 M LERH 

a->aQ, 

由 此 映射 诱导 了 全 射 

G/H—>M, 
CEO HE. EXTAT, 齐 性 流 形 M 可 以 看 作 是 旁 集 空间 . 
但 是 这 时 表达 并 不 唯一 ， WA ME Li Ha FERATE, I 
能 在 G 的 Lie 子 群 Gu 下 作用 也 可 递 .另外 , HIG M 中 也 可 以 取 
两 点 0, O. WEG XFO BEKT» Hi G 关 于 OO 的 迷 向 
子 群 为 H, WM 可 以 表 为 旁 集 空间 G/ 五 ， 也 可 以 窒 为 旁 集 空间 
G/H. 

AFH, RREH, WhO=0, 于 是 诱导 了 0 点 歼 的 切 空 
间 To(M) 上 的 线性 变换 (dh)o。 显 然 h 一 (dh)o 是 迷 向 子 群 如 的 
一 个 表示 , 表示 空间 为 ToCM)， 这 个 表示 称 为 A 的 迷 向 表示 . 

下 面 给 出 迷 向 表示 在 旁 集 空 间 中 的 实现 , 将 齐 性 空间 M AE 
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是 旁 集 空间 G/H, Wa, QM 为 自然 映射 ， 取 *.0=xle). 于 
是 上 映射 wm 在 4 的 微分 daro 是 切 空间 PCR ToM) E K AR HE 
at. 由 于 Lie 代数 8g 一 LieG He 的 值 构成 了 \G)， 在 这 意义 下 ， 
dæ, 可 以 看 作 Lie 代数 8 BTM) 上 的 线性 映射 ， 这 时 dme 的 核 
是 g FRA b, 其 中 5 A GRATE H 对 应 的 Lio 代数 .所 以 
dmo 诱导 了 线性 同 构 
(1.8) ToM) /9. 
在 这 个 同 构 下 , 五 ETM) 上 的 迷 向 表示 变 为 五 9/6 LR 
示 , 它 具体 描写 如 下 ， 如 果 有 hE 及， WG 的 附属 表示 Ad 有 性 质 . 
Ad Ch) ¥ s FREY Aah, BRU Ad(h) 诱 导 了 商 空间 o/b 上 的 
ett BAY, WE Adah), VRCH. BIA ETM) ENB 
RREN H 在 8/5 上 的 表示 Adas: h-> Adya h). 

表示 Ados 诱导 了 Lio LRH WHA, Weds, EARL 
RELH ER X EH, 则 adX 将 不 动 ,所 以 诱导 了 9/9 上 线性 
ER, 4E adgs X, Mads, X—->adyyX, VXEV, 


§2 Riemann 流 形 


it Mn OP 流 形 ( 我 们 总 假设 它 是 仿 紧 拓 扑 空间 )， 任 取 
cE M, WitT DAM EA e HWS. 

定义 对 姥 上 每 点 z， 给 定 切 空间 T. (M) LAR yz， 假设 
对 对 上任 一 坐标 邻 域 可 BRR, e, a), WH 

gua) =ge (Her, Zr), seU 1<i, j<n 
ZU LEO RR. 于 是 在 U 上 记 
9= Dd gyda dei, 

可 证 9 ARE MEMO MEEKEH, KAM th Riemann 
度量 .- 

具有 Riemann 度量 9 的 流 形 M&A Riemann 流 形 ， 记 作 

* RS 。 记 作 群 的 单位 元 素 。 
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(M, 9). 

(M, 9) Riemann Fi, X} u, 0ET.CM), 有 时 记 

<u, gabe v), ful =v u, o>. 

例 1 RM=R", FRR ERE T.(M)=R, VoER’. 
ER 中 给 出 内 积 《,》, ER RSET. ID FELT TD) ew 
AR gs， 从 而 可 以 给 出 M=R°* 上 Riemann 度量 g, 而 R", g) 称 
A n 维 Euclid 空间 ， 


例 2 到 互 -| )smlz> 中 则 互 为 Ra 中 开 子 流 形 。 按 
照 标准 途径 Ze( 玉 ) ERY, YEH, W TAME R, 定义 
gs CU, 0) = 4”, ve=(*)ex, 


Hp <,’ WR 中 内 积 ， 于 是 在 A SRE Riemann ER g, 这 
HH, 9) #9 Poincaré 上 半 和 平面 . 

对 Riemann 流 形 (M, g), RRBMHSREM. BA 
T,(M) 是 T,( 了 H) 的 组 性 子 空间 , Vee M. FÆ M W Riemann E 
量 g 诱 导 了 Mi Riemann 度量 ， 从 而 定义 了 Riemann 流 形 
(到 ,由 ， 称 为 (型 , g) 的 Riemann FRR. 

例 8 对 R"+t1 中 的 单位 球 S", 按照 Eqolid 空间 (R+, g) 的 
Riomann 度量 g, Æ S* 中 引进 Riemann 度量 gy， 使 OS", g) 为 
(R"+1, g) 的 Riemann 子 流 形 ， 

在 两 个 Riemann 流 形 (Mi, g), Ma, gs) 的 拓扑 积 Mix Ma 
上 可 以 自然 地 引进 Riemann 度量 gy xgs， 使 (Mj Xx Ma, 91% ga) 
Æ Riemann HÉ. 

取 Riemann 流 形 (M, g) AHR O. [e bl>M. 假 设 O 是 
逐 段 O 曲线 , 则 其 长 度 定义 为 

LO) ~{" }o"@) tat, 
其 中 CQ (为 曲线 O 在 点 OO MUAH, a<i<b, ik MEM, 
对 M PER Ho, y, R 
* He 


d(e, y) =inf L(O), 


其 中 ONDRA e, y 的 所 有 逐 段 光滑 曲线 ， 熟知 2 定义 了 集合 
MM 上 的 距离 , 且 按 此 距离 在 M 中 引进 拓扑 ,使 以 为 距离 空间 , 这 
个 拓扑 和 M 作为 Riomann WEM, 9) 的 拓扑 是 一 致 的 . 

定义 BUM, g), (M’, g) Bee Riemann 流 形 , C” AR 9, 
M> M 称 为 等 度量 映射 ,如果 

Jalu, V) = gh APU), dp,(v)), Vu, VET. (M), EM, 

易 证 当 dim M’=dim M, W M 到 M 上 的 等 度量 映射 是 一 
个 开 映 射 . 

BR, Riemann RE M, 9) 到 自身 上 的 所 有 等 度量 上 映射 在 
连续 作用 下 构成 一 个 群 。 这 个 群 称 为 Riemann WEM, 9) 的 等 
度量 变换 群 , 记 作 I 了 CM, 9). 

熟知 有 下 面 重要 定理 . 

定理 2.1 (Meyer-Steenrod) ”在 Riemann 流 形 (M, 9) KS 
度量 变换 群 T(M,，g) 中 存在 唯一 的 Lie 群 结构 , 使 得 它 是 M 上 的 
Lie 变换 群 ， 

-现在 引进 Riemann WEM, 9) 上 的 标 架 从 、 对 每 点 %EM， 
在 Te(M) 中 取出 所 有 标准 正 交 基 ( 即 标准 正 交 标 架 ), 它们 构成 的 
集合 记 作 OM, g). 记 
O(M, 9) = (JOM, 9). 


o m=, 9). 
另外 ， 设 dim M=n, 将 正 交 群 O(n) 按 下 面 定 义 从 右边 作用 于 集 
会 OOM, g): FEM a= (en +++, en) EOM, g), a= (au) CO(n), 
定义 


n n 
rn 
ga 一 ($ 6,841, “°°, Bibin ) > 
Ei 和 


则 有 (aa)b=a(ab), Va, DEOR). lan BAe Be, wl 
al =a. FAH, 对 OCM, 9) 中 国定 元 素 w M aKF On) 的 轨 
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道 就 是 OM, g), WA w* (a), 

在 集合 OM, g) 中 可 以 自然 地 引进 0” 流 形 结 构 ， 使 Tz 为 
O° 映射 , 且 Lie REO OM, g) 上 的 作用 是 0” 的， 而 且 , 使 
(OCM, g), M, w, O(n)) 是 一 个 0” 主 从 ， 称 为 Riemann 流 形 
CM, g) 上 的 正 交 标 架 从 (关于 纤维 从 概念 , 将 在 第 六 章 中 引进 ). 

定理 2.2 (Kobayashi) 取 定 aE0(M,，9), 引进 上 映射 i 
IMM, 9) > O(M, 9), 它 定义 为 

(p) =dp(a), VpEI(M, g). 
则 映射 ,是 流 形 TM, g) BIERMAN OM, MAM CORA, 
BELUM, 9)) 为 Or 流 形 OM, g) 的 闭 正则 子 流 形 . 所 以 有 
时 可 以 将 ICM, QAM IM, 9)) 看 作 一 样 ， 即 可 视 TCMW,，9) 为 
OM, 9) 的 闭 正 则 子 流 形 . 

证 明 见 有. Kobayashi[14](p. 15, €M 3.) # S. Kobayashi, 
Theory of Connections, Ann. Math. Pure. Appl. 48 (1957), 
119 ~ 194, 

推论 ”对 每 一 点 zE M, IMD WA o REALM, g) 
是 紧 Lie 群 . 

事实 上 , 易 见 在 上 面 定 理 的 映射 了 下 , LM, DRAKT Lie 
群 O(n) 的 闭 子 群 所 以 TCM, g) 紧 . 

现在 对 上 面 给 出 的 三 个 例子 ,给 出 等 度量 变换 群 . 

例 1 对 % 维 Buolid 空间 (R", g), 等 度量 变换 群 由 y 一 O02 十 o 
构成 ,其 中 OEO(t)，aER"， 所 以 I(R*, g) 同 构 于 半 宜 积 
OnE 

例 2 对 Poincaré LPM (H, 9), 可 以 改写 作 

{z€€|Imz>0}, 
而 TCH, 急 由 于 列 形式 的 变换 生成 ,它们 是 
2 EEL, (° JESTE, R), 
z—> —3, 
RY ICH, 9) 同 构 于 半 直 积 PSL(2，R).Z， 其 中 PSL, R) 
TEE 


一 SF(, R)/{+I3}, pn-(o 小 MZ ye -5 所 生成 的 二 
Bt HY. 

BIS 对 Re 中 以 原点 为 球 心 的 单位 球 (S” g), 等 度量 变换 
群 由 %= Oo 构成 ,其 中 OC O(n+1), PFU I(S*, g) =O(n+), 

上 面 三 个 例子 , 都 有 这 样 的 性 质 等 度量 变换 群 都 是 可 递 的 ， 
而 且 每 点 迷 向 子 群 都 同 构 于 O(n), 

定义 对 Riemann 流 形 (M, 站 及 Lie 群 G 设 G 在 人 上 
作用 , 且 GCICUM, g), 则 Riemann 度量 g 称 为 G 不 变 度量 . 

定义 ”如果 Riemann 流 形 CM,，9) 的 等 度量 变换 群 IM, g) 
fe M 上 作用 可 递 , 则 称 为 齐 性 Biemann 流 形 . 

由 这 两 个 定义 可 知 齐 性 Riemann 流 形 M, g) 同 构 于 具有 
ICM, 9) FESR g 的 旁 集 空间 I(UM, 9) /H, RZ, 具有 GG 不 
TER g 的 旁 集 空间 G/H 是 一 个 齐 性 Riemann 流 形 , KH 
Riemann 旁 集 空间 ， 记 作 (G/ 五 , g)， 下 面 在 Riemann FRF 
B/E, g) 中 讨论 G 不 变 度量 yg 所 必须 适合 的 条 件 ， 

引 理 2.1 旁 集 空间 G/H 上 日 不 变 度量 和 线性 空间 6/9 (其 
中 g 一 LieG, b=Lie 甩 ) 上 适合 条 件 
(2.1) Q®@(Ados (hu, Adgy(h)v) =Q(u, v), u, vEa/b, 
VAC H 的 内 积 Q@ 间 有 一 个 自然 的 一 一 对 应 . 

证 设 旁 集 空间 G/ 且 有 G 不 变 度量 g， 由 于 G 在 G/H 上 
可 递 ,所 以 对 G/H 中 点 0=w(e) =H, N g 由 go 唯一 决定 .这 里 
go 为 To(G/ 吾 ) 上 内 积 . 这 时 ,9 的 G 不 变性 , 即 go AY HARARE, 
此 即 
(2.2) go(dho(u), dho(v)) =go(u, v), Vu, vET (G/B), 
Hp hadh HKATH A 的 迷 向 表示 。 已 知 在 同 构 T.(G/H) 
兰 6/ 下 ， 迷 向 表示 h— dho 变 为 表示 Ady, h- Adyoh; 而 内 积 
go 变 为 内 积 @。 这 时 , 作为 98/6 上 的 内 积 @, 条 件 (2.2) 转 化 为 条 
FD. KERTAS G/H 有 G 不 变 度量 g 导 出 8/8 
上 有 适合 条 件 (2.1) 的 内 积 @. 
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反之 ， 任 给 ab 上 泛 合 条 件 A.D WA BQ, 利用 同 构 8/9 
xT )(G/H) Gh To(G/A) FERRE.) WAR go M go th 
R, EX T1(G/A) EWA ge WF: 

galu, 9) =go((dta)z'(u), (drd w), Wu, veT.(G/A), 
Eh g=n(@)=eaH EG/H, €G, Wm yloouH, WEG. 
于 是 t (0)=aH =, HMR (2.2) 可 以 证 明 这 样 定义 的 gs 与 代表 
元 素 a 的 选取 无 关 ， 且 立即 可 证 
g= {92E G/H} 

G/H Ei G FA Riemann 度量 . 这 证 明了 从 9 上 适合 条 
件 42.31 的 内 积 久 导出 了 党 集 空 Il G/H LB @ RAE Riemann JË 
Bg. 至 此 证 明了 引 理 . | o 

出 引 理 2.1 的 条 件 (2.1) 可 以 推出 
(2.8) Qlado sy CR)u, v) +Q(u, adgn(X)v) =0, u, vEg/b, 
VXEh, EA, 4 H 连通 时 , 从 (2.3) 成 立 可 以 推出 (2.2) 成 立 . 

由 引 理 2.1 立即 可 以 推出 SPR OR, WSs hel C/A 
G 不 变 度量 ， 事 实 上 ， 由 熟知 的 Weyl 定理 ， 即 对 紧 Lie # H Wy 
任 一 表示 p， 吾 一 GLTV), 其 中 六 为 实 RD 表示 空间 ， 则 在 
上 有 定 正 对 称 ( 定 正 Hermite) 内 积 go, 使 得 

go(p (hu, pV) = golu, v), Vu, vEV, REH, 
特别 , 旁 集 空间 G/H BY PRI RAN h dho A EM. 

为 了 给 出 判断 旁 集 空间 G/ 五 有 人 不 变 度量 的 更 一 BUA 
的 条 件 , 可 以 给 出 

EM RRA Lic 代数 8 上 对 称 双 线性 函数 

B(X, Y)=TradXadY, YX, YEG 
称 为 Lie 代数 9 的 Killing 型. 

引 理 2.2 ibh AE Li 代数 g 的 子 代 数 ， 且 5 中 无 9 mak 
SR Bel 9/5 LAMA RH 2.3) WAR Q, W 

a) bi Killing 型 B(X, Y)=Trs (adXadY), VX, VE 
b 半 定 负 ; 

b) of Killing 型 B(X, Y)=Tr@dXadY), VX, YEg 
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FE EEM. 

证 o/b LAR, 存在 标准 正 交 基于 是 关于 这 组 基 , 条 
件 (2.3) 等 价 于 adn5( 总 ) 表 为 斜 对 称 方 阵 。 所 以 adgn(X) AIT 
对 角形 ,对 角 元 素 纯 虚 ， 此 由 记 

A(X, VY) =Tradyp(X)adga(VY), X, YEU, 

WAX, X)<0, HSS mw 4 AMY ado). B-W 
面 , X>ad,y(X), VXCHOHH MRA, BHD ho 的 理想 ， 所 
以 为 零 , 即 由 ad, y(X) =0 LEH K=O, 这 证 明了 AK, F) 
在 上 定 负 . 

显然 

AC(ady Z)X, Y)+ACX, (ah ZV) =0, VX,Y, ZE€Y, 

由 — AE 6 ERE, NUE b 中 存在 一 组 标准 正 交 基 , 从 而 var Z, 
YZ Cb 在 这 组 基 下 表 为 斜 对 称 方 阵 . 同 理 证 明了 Bs 半 定 负 ， 即 
a) RX. 

今 B(X, X)=Bi(X, X)+ACX, X), VXES. 
由 B 半 定 负 及 A 定 负 , PAIE Beh heh, B DRE. 
引 理 证 完 . 

命题 2.1 设 Die 群 G 在 旁 集 空间 G/H 上 作用 有 效 ， w 
G/H 上 有 G 不 变 度量 当 且 仅 当 在 6=LieG 上 存在 内 积存， 使 得 
X o EG 的 附属 表示 Ad, 有 
(2.4) F(Ad(h)X, Ad(h)VY)=F(X, Y), X, YEa, 
HH AEH RE. 

iE 先 证 必要 性 ， 由 引 理 2.1, O/H Li ORR MR GR 
导 了 适合 条 件 (2.1) 的 98/5 上 内 积 Q@. 今 对 自然 映射 e, g— g/b, 
显然 有 

meAd(h)=Adg5(h)om, VREH, 
在 8 ESIH RRMA 
Q(X, Y) =Q(a(X), a(Y)), VX, VEg, 

则 有 Q (Adh X, Ad(k)Y) =Q" (X, Y), VX, YEa 
HH REH 成立. 
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今 显然 有 

B(Ad(a)X, Ad(a)¥)=~B(X, Y), YX, YC9, a€, 
由 于 G 在 G/ 且 上 作用 有 效 ， 即 五 中 没有 ze 的 G 的 正规 子 群 ， 
所 以 5 中 没有 9 的 非 零 理想 .由 引 理 2.2, 所 以 了 在 0 上 定 负 . 

4+ Q 46 9/6 EEE, PAO BRIE, 而 核 为 上 6， 然而 -BE 
5 上 定 正 ， 所 以 存在 正 实 和 常数 C, 使 

F(X, ¥)=CQ’(X, Y)-B(X, Y), VX, Yea 
在 8 上 定 正 , 即 卫 为 8 上 内 积 ， BR PARE (2.4), RENT 
必要 性 . 

再 证 充分 性 . 设 4 上 有 适合 条 件 (2.4) 的 内 积 卫 , 记 8 一 Lie 互 ， 
DRT PWIA m, Wo 分 解 为 空间 直接 和 =b+m, S 
然 Ad(H)hch, HAHC.4), 有 Ad H)mcm, 4 ARR om, 
6279/0 BST Rey m=g/b. HF Em LVR F |m 
89/5 EAR @， 这 时 条 件 42.4) 变 为 久 适 合 的 条 件 42.1J)， 由 引 理 
2.1, 证 明了 GQ/ 五 上 有 GG 不 变 度量 ， 充 分 性 证 完 ， 命题 证 毕 . 


§3 Riemann 联络 


为 了 第 二 章 的 需要 , 在 这 里 引进 联络 , 并 叙述 一 些 基 本 性 质 , 
关于 联络 理论 , 请 参考 Kobayashi-Nomizu[13], Voli, 
在 这 一 节 , M 记 连 通 0” HRE, CCD AM 上 所 有 Cr 函数 
构成 之 交换 环 , (M) AM 上 所 有 疝 量 场 构成 之 Lie. 代数 . BR, 
& (M) Æ O° (M). 
EM MEM EARS VÆ XCM) x ECM) BRCM) RR 
HERA. ICRI V: (X, Y)> VY, 则 有 
(i) Vrz =fVx¥, 
= Cit) Va FP) = (AHY +fV:Y, 
VX, YEXCM), FEO (M). Vx 了 称 为 关于 此 联络 的 了 对 于 于 
BL BM AR, Re AI (et, a) HER X,Y 
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EIR, N 
-5g 2 =S 2 
X= Bao Y à b Do 
其 中 a, 6, C7CR"), 定义 
Sexe 2 
VY =X (Xb) oa, 


HURE, 了) 一 Vx 了 E E 的 联络 . 

流 形 M 上 任 取 向 量 场 了 EX(CM)， MM PIP RU, 记 
了 ID 为 了 在 UU 的 限制 ， 显 然 , 品 为 机 的 于 流 形 , 而 了 DU 为 U 
上 向 量 场 . 

引 理 3.1 任 取 驰 ,了 EX(M)， 设 对 居中 开 子 集 U, YIU 
一 0， 则 对 M ER V, 有 VxY 了 iD=VyXIU=0. 

证 EREU, WARE e MFR, 使 了 CU， 且 
FESE (M), 使 IVs=0, f|(M-U)=1. H Y|U=0 可 知 
JY =Y. $ VY =V (fY) = (Xf)Y AFVY. 因此 VY |V: 
一 0。 REMTE U PRERE, VxY|=0, 所 以 Vx 了 IU=0. FH 
VyX =VyX =fVyX, 同 理 可 证 YyX|UV 0。 引 理 证 完 . 

SHME M 的 开 子 流 形 U. ERU EARD X. 对 每 一 点 
cCU, FER s 的 开 邻 域 『。 使 CU。 且 存 在 JEC"(MN), 使 
f\V.=0, f| (M-U)=0. MUEL XEXM) mF, HET E, 
X=fX, £ M-U £, X=0, Aik X| V= |V, 

RM MARV. HER 及 ,了 为 开 子 流 形 口上 向 量 场 ， 
则 存在 M 上 向 量 场 X,Y, $ X|V= XV, Y\Ve=Y|Ve, M 
ERB VY REV. 上 ,为 了 LERH. 定义 

VsF =V7xY |V,. 
由 引 理 3.1, S Ve HU 中 任 一 点 z 的 开 邻 域 ,使 FCU. 4 oh 
DU, 便 定义 了 UU 上 向 量 场 Vz 了 .， 易 证 (X, 了)->Vx 了 为 UL 上 
联络 . 

上 面 叙述 了 从 流 形 M 的 联络 Y, 诱导 出 开 子 流 形 U 的 联络 . 
设 忌 为 流 形 M 的 局 部 坐标 邻 域 , BAIA (ct, …， 只) ， 记 


Vs (E) Brae, 16, j}<n, 
其 中 ThyE0~(D)， 由 联络 定义 可 知 , 对 可 上 任 两 向 量 场 
其 中 ai, 6,.€0°(U), lxixn, 则 有 
(8.1) Vx¥= S {Sa (5 Ob, +S rib i} or. 

由 此 可 以 推出 ,如 果 对 点 ED, A X2=0, M (Vs¥).=0, 
于 是 对 点 2 的 切身 量 wETs(MM), RNRBELVAYET.M). ¥ 
REAR XEXV), (iB Xcu, 则 (Vz 了 ):ET,(M)， 所 以 定 
X Vo 了 一 (Vx 了)s 便 行 。 这 里 需要 证 明定 义 与 五 的 选取 无 关 . 事 
Xb, mE xX, XEXO), X=, =u, W(X—X),=0, 所 以 

(VaY )e— (Vz¥) a= (Vx_xY)s—0, 
因此 Vw 了 AEM. 

RX, VYEXRM), coM, RX HRAHRO, (—8, 8) 一 
M, s>0, OO =s. 由 积分 曲线 的 定义 ， 曲 线 O 在 二 的 切 
HEO =X. Fhizy=O), m 

Sely) 4 _ aoto) 
于 是 ， (3.1), (VY): 由 Xe BY ay 决定 

反之 ,对 M 上 任 一 Cr HAO, [e b] M. 取 沿 着 OCE 的 

向 量 场 X(O4)) (ETa (MUM)), 记 作 | 


X(0()) = mo ( 4 ec“ 


又 O’ ÇE) = Sa ) (2 r) z=) 


RE dC), DCE), tE [a, b)» t O° 函数 ， 于 是 可 以 唯一 地 按 
照 式 人 .了 蕊 定义 沿 着 曲线 O 的 向 量 场 Yooy 了 ,ot< 0. 

定义 B MERAK VEO WE, JAR ER, O, 
JoM Æ O HA. WE OWARE {X(CO)} 称 为 沿 着 O E 
行 ， 如 果 对 一 切 tEJ, VowX =0, 


. 
#=0 
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设 曲线 CO) 落 在 局 部 坐标 邻 域 吕 中 .可 中 点 坐标 为 (v1，… 
a"), i OLD =a), XOH) -> wO (Br), W 
{X (C0) RARR O FFERM 
(3.2) + È TOMO =0, k=1, 2, +, n 


Hy Piatt 方程 理论 可 知 , Hela, 8] CT, WME ve Ta M, € 
在 且 只 存在 一 个 沿 着 C 的 平行 向 量 场 (X(CO))}, EA Z (0%) 
=u, 而且 uX (Ob) EXT RERI Po 
: Tuo (M)—> T gn) (M). 
BR Pe 称 为 沿 着 C 的 平行 移动 . 

下 面 命题 清楚 地 给 出 了 用 平行 移动 描写 的 共 变 微分 的 意 
X. 

命题 3.1 设 肝 为 具有 联络 VY 的 0” 流 形 ， 取 wuET,(M), 
取 CO” tee O, J— M, E4400) =v, C'(0) =u, WARE O 的 
BES COCON, 有 

V, X= E PTa 7 


其 中 P, 为 平行 移动 Te(M) > Tan (M), —— =. Æ T: (M) (HH OK 
于 二 的 微分 . 
”证 明 见 Kobayashi-Nomizu[13], Vol. 1. 
命题 3.1 建议 我 们 引进 关于 收 上 张 量 场 人 用 切 向 量 wuE 
TaM) MERRIE M VT, 它 定义 为 


YT = [+ PHT «| , 


其 中 P, 是 由 切 空间 间 的 平行 移动 Pae TaM) Tanl M) 扩充 
为 了 J,(M) 上 张 量 空间 到 了 Txw(M) 上 张 量 空间 间 的 线性 同 构 . 
一 般 ， 可 以 引进 M 上 张 量 场 四 用 M ERRA X 所 作 的 共 
变 微 分 VxT, ERMA 
(VxT)2=Vz,T, VaEM, J 


. 20 « 


重要 的 是 Riemann 流 形 上 的 联络 . 

定理 3.1 在 Riemann 流 形 M, 9) 上 存在 且 只 存在 一 个 适 
合 下 列 条 件 的 联络 V: 

Ci) Vx¥—-VyX =[YX, Fj, 

(ii) XY, Z))=g9(Va¥, Z+G(Y, VxZ), VX,Y, 2 
EACM). 

XP RAK Riemann fie CV, 9) 的 Riemann 联络 . 

Hg A (2, 0) 型 张 量 ， 则 Riemann 联络 的 条 件 (这 ) 等 价 于 
Vxg 一 0， 换 名 话说 ， 已 知 Riemann 流 形 M 的 Riemann 度量 gy 
定义 了 M 上 每 点 2 的 切 空间 中 的 内 积 g. 条件 Gi) 等 价 于 沿 着 
任意 一 条 0” 曲线 的 平行 移动 给 出 了 上 述 内 积 闻 的 变换 . 

定义 KORE MAAKBV. HRO, 7 一 1 称 为 测 
地 线 , 如 果 切 向 量 {0 由 } 沿 着 OFT. BY Vow 0) =0. 

KA 2), WHE O 的 局 部 坐标 表达 式 为 


do o d0i(t)_ | 44... 
Lae PO" + > ICQ) 一 一 一 =0, k=1, 2, ? 


所 以 ， ye Arama M 中 任 一 点 2 及 点 2 的 任 
一 切 向 量 w€ET.(AM)， 存 在 一 条 定义 在 开 区 间 J 上 的 测 地 线 C: 
J—M, 使 得 CC(0) =r, OO =w， 且 它 在 有 定义 的 区 间 上 是 唯 
一 的 . . 

EX Riemann 流 形 (M,9) 称 为 完全 的 , 如果 关 于 Riemann 
联络 的 在 开 区 间 了 (CR) 上 定义 的 测 地 线 必 可 开拓 到 整个 RR 上 . 

可 以 证 明 下 列 定理 ， 在 $2， 我 们 知道 ， 任 一 连通 Riemann 
HEM, g), 可 以 引进 距离 gd, 使 CU ，9) 为 距离 空间 , 所 以 在 其 中 
可 以 定义 什么 叫 有 界 集 . 

定理 3.2(Hopf-Rinow) # (M, 9) 为 连通 Riemann 流 形 ， 
相应 距离 为 4, W (M, d 为 距离 空间 。 则 下 面 三 个 条 件 互 相等 
价 : 

a) M, g) Ji5é4 Riemann 流 形 ， 

b CM, 四 是 完备 距离 空间 ， 


n, 
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0) (M, 中 中 任 一 有 界 集 是 相对 紧 的 . 
完全 Riemann 流 形 (M，9) 中 任 两 点 ， 必 有 一 条 测 地 钱 相 
联 . 

下 面 在 具有 联络 V 的 Or” 流 形 M 中 引进 曲率 张 量 . 

任 取 ae Mh uU, V, weT,(M), 取 XxX, Y, ZEZ(M), 使 
得 全 .一 u, Y.-v, Zs 一 WwW. 记 

R,(u, v, w) = (VxYVrZ —VYV z4 — Vix.nZ)s. 

易 证 Relu, v, wW) X, Y, Z 的 特殊 选取 无 关 . 

定义 设 履 是 具有 联络 的 流 形 ， 对 放 中 每 点 ,定义 三 线 
性 映射 


Ry, TaM) xT(M) XTAM)—> TM). 
WR, >Re eM ERE, RHR V 的 曲率 张 量 . . 

取 定 wvETs(M)。， 还 可 以 定义 TM) 到 自身 的 线性 变换 
R.(u, v); Rolu, v)w=R,(u, v, w), VwE T.M). 

由 于 本 讲义 没有 涉及 曲率 张 量 的 许多 基本 性 质 ,例如 Binachi 
方程 等 等 ， 所 以 我 们 一 概 不 叙述 , 仅 给 出 下 面 命题 . 

命题 3.2 HM, DW Riemann KH, W R 为 关于 Riemann 
RH RKE. te, MoMESERER. WREO 下 不 
变 , 即 有 

dg, Rs lu, v, W)) = Bye) (dpe (u), dpe(v), dp,(w)), 
Vu, v, wET,(M), EM. 

证 HFpAM ASSEN OP MM, MU dpi TF Lie 
RA FIO HAA. iV A Riemann REM, g) Riemann 
联络 , 任 取 X, YEX(M), 定义 

(X, Y)—> (de) "Vuan (Ap) ¥). 
可 以 证 明 它 也 是 (及 ,9g) 上 的 Riemann KR, ic ff V’. 由 Riemann 
联络 的 唯一 性 可 知 Y 一 V, 即 
VY =VzxY, VX, YEECM). 
按照 联络 V 定义 的 曲率 张 量 R =R, REAT 
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(dp) (VxV3Z—VyV xZ —Vix,¥;4) 
= Vap xV any (dp) 2) — Vanr Vanx( (dp) Z) 
—Vapex, yy (dp) Z), VX, Y, ZEXCM), 
由 dpl[X, Y] =[dp(X), do(Y)], Pr UEB T a. 


第 二 章 WR Riemann 空间 


S1 HAFREN 
1. xt ARH kN 


id GW Lie #, G° 为 G 的 单位 分 量 . 
定义 Lea 的 自 同 构 o， 如 果 适 合 P =ida, M o 称 为 对 
& 
定义 ”Lie 群 G 的 旁 集 空间 C/K 称 为 对 称 的 , 如果 在 Lie 群 
G 中 存在 对 合 o, 使 得 
Ac KG, 
其 中 = {aE Q |o (a) =a}. 
SRANANAS SN POL. 
例 1 ReH A BRD AY ERR O" 同 构 于 对 称 旁 集 
23 |B] SO(n +1)/SO(n), 对 Lie 群 SOm+1), 记 
s=diag(—1, 1, =, 1), 
则 SO@M+D AWA o, a—>sas?, Th 
SO(n+1).= {a E SO (n+ 1) |se = as} 


EL ON comm), detb- +1 
-| 0 b n), oto= = . 


所 以 SOMm+1)$=SOMm) C8O(n+1).. Bl SO(n+1)/SOM) 为 
对 称 旁 集 空间 . 

例 2 设 G 为 连通 Lie 群 , 存在 元 素 a, mA ase. Wele) 
={bEG|ba=ab). BR, G 有 对 合 0: easa, TG. =cla). 
FA 用 =G/ye(@) 为 对 称 旁 集 空间 . 

例 3 设 G 为 连通 Lie 群 , HERC =0xG., Æ Lie fG? 
PS PEA IAW o, (a, b), a), Va, LEG， 显 然 o 为 对 合 . 而 


a B 。 


G3= {(g, a) laca}. 因此 G2/Gz 为 对 称 旁 集 空 间 . 

KOLEREGE, EXX: (a, b)c=acdb, (a, 5) E G 
cEG. 点 e 的 迷 向 子 群 为 G. MENNE, G”/G5 守 GQ. 

例 和 4 设 G 为 具有 有 限 中 心 的 实 连通 半 单 Lio 群 , KAGE 的 
最 大 紧 子 群 ， 我 们 知道 存在 G HMA o, HKE=-G.. MGE A 
对 称 旁 集 空间 .在 这 一 章 , 这 个 例子 将 要 得 到 详尽 的 讨论 . 

设 G/EK 为 对 称 旁 集 空 间 , 它 由 @ 的 对 合 o 所 定义 。、 由 于 o 
诱导 了 9 一 LieG 的 自 同 构 do (为 方便 起 见 , SANA o 来 记 它 的 
微分 do), TÆ 0? =id, (id, 为 Lio RIG LH SRB). FA Lie 
代数 8 上 线性 变换 oc， 引进 根子 空间 

f={X €g|ao(X)=X}, m={XEglo(X)=—X}, 

则 有 Lie 代数 6 的 空间 直接 和 
(1.1) g=f+m, 

定义 ”Lie 代数 6 关于 对 合 ( 自 同 构 )c 的 分 解 A.I), KAS 
关于 对 合 o 的 标准 分 解 . 

由 对 称 旁 集 空 间 的 定义 , 五 "一 Ge={cEGlc(e) 一 从 "所 以 

Lie 开 一 Lie 天 "一 LieG0= {X €g|o(X) =X} =f, 
即 有 f= Lie K, 

Ma To W Lie 代数 9 的 自 同 构 , 易 证 

(1.2) [f, Ace, ff, mcm, [m, mic, 

而 且 , 由 此 可 以 推出 

(1.3) (Adk})mcm, VE 五 . 

事实 上 ， 由 对 称 旁 集 空间 定义 ， 五 和 Go， 即 任职 有 E 开 ， 有 ep) 
=k, SER GEG, Wo kak) =ko@k*, 由 天 定义 了 人 的 内 
Aly Ar: a—> kak, FLL oA,=A,o, At, H dA=4AdCk), 
A oAd(k)= Ad(k)o, 这 证 明了 (以 ,3)， 

KFA, mom, FERIE Wo 上 线性 变换 
ad X Um 为 不 变 子 空间 , 因此 在 ff 上 诱导 了 一 个 线性 变换 , 记 作 
adn X. BR, X> adn X FE Lie RE t 的 一 个 表示 adn, RRS 
闻 为 1。 
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今 由 人 .3)，Lie 代数 6 上 线性 变换 Ad), VREK, Um 
不 变 子 空间 ， 所 以 诱导 了 以 上 线性 变换 ， 记 作 Adu (k), VEE KK. 
BR, k> Adm(k) BW T Lie K 的 一 个 表示 Adm, 表示 空间 
为 m, 

Lie BK 的 表示 Adm 的 微分 为 Lio 代数 主 的 表示 odm， 这 由 
d(Ad) =ad 在 8 上 成 立 便 可 推出 . 

考虑 自然 映射 8->g/f. 显然 它 定义 了 一 个 线性 同 构 meg/i. 
按照 Adm 及 Ador, 所 以 空间 m 及 9/f 分 别 为 下 模 ， 因 此 , 我 们 
经 常 将 对 称 旁 集 空间 GK 中 点 O=e 玉 的 切 空间 TGK) ms 
闻 m 看 作 相同 ， 这 时 Lie BE 的 表示 Ada FAR O R E E 向 
表示 相同 . 

按照 对 称 旁 集 空间 G/K 的 定义 ,在 Lie HG 上 存在 对 合 o, 

从 这 个 对 合 出 发 ,存在 映射 co 使 下 图 可 交换 


Gs Q/K 
co op 


G—> G/K 


其 中 zw 为 自然 映射 ,而 oo, G/K>G/K 定义 为 
volaK)=0(0) KEK, VoaEQG., 

由 oo 的 定义 可 知 oo(0) 一 co(m(e)) 一 m(c(e)) =m (6) =0, B 
ao 以 0=m(e) 为 不 动 点 , 又 显然 05 = ida. 

再 任 取 2E9/K, e=w(e), Hm; G/K>G/K, 定义 为 
mgK) = (op)E, Y9EG. iz 

O= TTT 了 

易 证 ws 与 g 一 上 (ea) 的 代表 元 4 EREE. MAENT aK 
到 它 自 身上 的 0” 映射 , 且 os As HARADA, 又 o= idar. 

定义 ”符号 同上 . 设 对 称 旁 集 空间 GY/K 由 G HMA oH 
X. 任 取 wEG/K, 则 G/K 到 自身 上 的 映射 os RA © 的 对 称 
变换 , 简称 为 点 z 的 对 称 . 

命题 1.1 点 2 为 os 的 孤立 不 动 点 BH dos=—id 在 
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T,(G/K) 上 成 立 . 
证 显然 只 要 对 点 0=w(e) 证 明 此 命题 即 可 ， 今 有 映射 


exp 


g—> G@—> G/K, 
m wexp, ¢-->G/K eT RH wexp, m>G/K, Hem 的 
BAREA Je RSD A. MEE mh OO AY FF AB RU B/E 
中 0O=(e) 的 开 邻 域 上 的 征 分 周 胚 . 我 们 可 以 缩小 U, 使 得 无 妨 
HU GAU=-U. 4 
Sola (exp X)) =a (o(expX))=a(exp(—X)), VXEm, 
由 mexp ÆU FAROE. 所 以 doo tU 上 诱导 为 映射 下 一 
— X, 即 doo= —id HE T)(G/K) ERY. Ah 
colx (exp X)) =x(exp(—X)), YXEm 
WM G/K booth O-n) HIWERA. fr BES. 
显然 , 有 
(1.4) Oota = Tooo Vac, 
事实 上 , 任 取 2EG/K, igc=a(b). 而 
CovoW) =00Ta bK) =00(abK) =0 (ab) K =0 (lo (b) K 
= Toa) (0 (b) E) = Taca; (OK) = Toa (2), 
SUE BAT (1.4). 
定理 1.1 HARZ G/K 上 (7, 3) 型 G 不 变 张 量 场 了 了 


有 oT~ (DHT, YEQ/E., 


证 因为 c= tao, FUMGRREKBERT, REF 
vz 一 0 一 w(e) 时 证 明定 理 即 可 .人 先 给 定 了 了 , 于 是 ooT AC, 8) 型 
KE. FRI GRE. 任 取 mE€Q, 则 由 (1.4)， 

Talo T) = (Fao) T = (oTo) T = Co tol’) =T, 

所 以 ool’ 1h G ARAB. 

注意 由 命题 了 .1 在 To(G/K) 上 doo= 一 id.， 于 是 在 点 0= 
aA bk, of’ =T., BoT 及 (一 二 "TT RE AA, “EN 
fe O=n (6) MS, PU G/K 上 相等 .定理 证 完 . 

推论 设 o 为 G/ 玉 上 2 次 G 不 变 外 微分 式 , 则 do=0, 
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证 ”熟知 外 微分 d 和 微分 同 胚 可 交换 .所 以 
dlow) =o (dw), 
由 定理 1.1， 有 (一 了 ?dw 一 (一 了 ?dw， 这 证 明了 dw 一 0。 推论 


证 完 . 
1.2. Riemann 对 称 旁 集 空间 


EX RHA GRY Riemann 度量 g 的 对 称 旁 集 空间 G/K 
称 为 Riemann 对 称 旁 集 空 间 , 记 作 (G/ 信 , 9). 

设 (G/K, g) 为 Riemann 对称 旁 集 空间 ， 由 标准 线性 F 
T(G/K) =m 及 第 一 章 引 理 2.1 的 证 明 可 知 Riemann EE g 定 
MT m LAR Q, (EBM LEK, 

(1.5) QAdmGh)X, Adm(k)¥)=Q(X, Y), VX, YEm. 

由 此 可 推出 

(1.6) Q([Z, X], Y) +R, [Z, Y])=9, 
YX, Y €m, ZET, 
4K 连通 , 则 忆 .5) 和 (1.6) 等 价 ， 

这 一 节 开 头 给 出 的 四 个 例子 中 ， 五 都 是 紧 子 群 。 由 第 一 章 
$ 2 可 知 它们 都 有 G 不 变 Riemann 度量 , 所 以 它们 都 是 Riemann 
对 称 旁 集 空间 . 

命题 1.2 设 (G/KK, 9) 为 Riemann 对 称 旁 集 空间 , 则 GG/ 大 
中 点 2 的 对 称 os 是 具有 孤立 不 动 点 2 的 等 度量 变换 . 

证 由 命题 1.1， 只 证 ceg=9。 HRE, g 为 (2,0) 型 G 不 
变 张 量 场 , HEM 1.1, cog=(-1)*9=9. 证 完 ， 

定义 ” 设 实 Lie 代数 g 有 对 合 自 同 构 o, KT o 有 标 淮 分 解 
gtf+m， 设 mm 上 有 适合 民 .6) 的 内 积 Q@， 则 (g, 0, DKA 
Riemann 对 称 Lie KM. 如 果子 代数 中 没有 9 的 非 零 理想 , 
则 此 Riemann 对 称 Lie 代数 称 为 有 效 的 . 

上 面 的 讨论 给 出 了 对 Riomann 对 称 旁 集 空间 (G/K, g), w 
g=LieG % Riemann 对 称 Lie 代数 . 反之 , 任 给 一 个 Riemann 
对 称 Lie REG, o, Q). H Lie 代数 8 在 同 构 意义 下 唯一 决定 了 
。28 。 


一 个 连通 且 单 连通 Lie 群 @ 使 Lie@=g， 这 时 9 的 对 合 自 同 构 
o 可 以 唯一 地 扩充 为 的 对 合 自 同 构 , DHo#mR. RG=R, 
REX, G/ 尽 为 由 好 的 对 合 吕 定义 的 对 称 旁 集 空 间 ， 由 第 一 章 
82 可知 ，m 上 内 积 @ 决 定 了 @/ 食 的 @ 不 变 Riemann E & G, 
所 以 (G/ 尽 ,办 为 Riemann 对 称 旁 集 空 间 , 且 由 它 决 定 的 Riemann 
对 称 Lio RADE C, o, Q. 但 是 对 以 g 为 Lie 代数 的 非 单 连通 
Lie 群 G, 由 于 9g 的 对 合 自 同 构 不 一 定 能 扩充 为 G 的 对 合 自 向 构 ， 
所 以 尽管 a 的 子 代数 主 唯 一 对 应 了 G 的 子 群 玉 ， 一 般 9/ 下 不 一 
定 是 对 称 旁 集 空 间 . 

可 以 证 明 , 上面 构 造 的 Riemann WHS RA C/K BRE 
通 的 . 

且 可 证 明 (6, o, @) 有 效 当 且 仅 当 G 在 G/K 上 几乎 有 效 . 这 
些 绪论 ,读者 试 自 证 之 . 

定义 ”Riemann 对 称 Lie 代数 (g, o, Q, (Ga, 01, Qs) 称 为 
同 梅 的 , 如 果 存 在 6 到 6 上 的 同 构 p, 使 pc= oap， 于 是 对 标准 分 
fe o=t+m, g=ttim, 有 pO =h, pm =m. 而 

Qi(p(X), pVY))-Q(X, Y), YX, Vem, 


§2 对 称 Riemann 空间 


定义 Riemann KEM, g) 称 为 对 称 Riemann 空间 ,如果 
对 XH 中 每 点 w, 存在 点 & 的 对 称 cw 这 里 对 称 ,es 定义 为 M 的 这 
种 等 度量 变换 , Cue 为 孤立 不 动 点 , HA o= idy. 

由 命题 1.2 可 知 Riomann 对 称 旁 集 空间 (G/K, 9) 是 对 称 
Riemann 空间 ， 下 面 来 讨论 道 命 题 . 为 此 , 首先 证 明 

M21 HM, 9) 为 连通 对 称 Riemann 空间 , W 

(a) 对 ZE MUM, og H otk, H(doe)e= —id ETM) 
上 成 立 ; 

b) M, g) FESS Riemann 流 形 ; 

(0) M, g) kart: Riemann 流 形 ; 


(d) (M, 仿 的 通用 覆盖 流 形 也 是 对 称 Riemann 空间 ， 

证 (a) 熟知 在 ToCM) 的 原点 附近 某 个 邻 域 U 上 存在 映 入 
M 内 的 映射 exzp。 使 得 任 取 wuEUDU, Mi expiu, |t]<s Bite t 
WA. 4 U 充分 小 时 , exp: Æ U BM 的 点 % 的 某 个 开 令 域 上 
HRS A. H. os(expz (Ww)) 一 expz((dos) 2). 

S oz=id, RU do.)2=td, TUE (do.).— —id, 只 要 证 
H FM) 上 线性 变换 (dow)s 无 特征 值 I1， BEL, BHC One 
ET.(M), (8 (doz): (u) =u, BBR (doz), (tu) =tu, tER, > 

oz(oxpe (tu) ) = oxpe( (doz) a(t (u) ) = expe (tu), 
但 是 os, 具 有 孤立 不 动 点 ww, 这 证 明了 oxps(m) =e 24 t KSA AN 
R. 所 以 证 明了 %=0， 导 出 了 矛盾。 这 推出 (doz)s= 一 iQ 在 
TM ERL. . 

由 于 os 为 等 度量 变换 , BU e 为 孤立 不 动 点 ， 由 第 一 章 定理 
2.2， 所 以 os Hw 唯一 决定 ， 

(b) 歼 上 任 取 测 地 线 y(),0<t<l, We M 中 曲线 ?> 如下; 
FO =y), OK< YD =ou (yl), IKA.. HF ox 
为 等 度量 变换 ,所 以 oyo ly llt), I<t<2l 也 是 测 地 线 ， 显然 
YQ, OIKA 光滑 ， 所 以 了 G), OKA 为 测 地 线 , 它 由 测 地 线 
YE, OSSI 开拓 而 得 .这 也 证 明了 任 一 测 地 线 可 开拓 至 (一 co， 
co), BICM, 9) 为 完全 Riemann 流 形 . 

(0) ITEM, JF, ERs, yOM, 按照 第 一 章 定 理 3.2 
ROTA, FERE r, y 这 两 点 的 测 地 线 7。 在 7 上 取 中 点 , 关 
于 此 中 点 的 对 称 将 > 映 为 g。 由 此 可 知 , 型 的 等 度量 变换 群 
ICM, DEM LW, E M HAH Riemann 流 形 . 

(d) RCM, 9) 为 对 称 Riemann SH, My M KERR, 
mw H>M 为 覆盖 映射 。 自然 ， 由 于 履 盖 映射 为 局 部 微分 同 胚 ， 
所 以 M Wy Riemann 度量 g 可 以 提升 为 及 的 Riemann 度量 , 记 
te g. BNCH, 9) 为 Riemann 流 形 。 另 一 方面 ， 的 微分 自 同 胚 
ac， 也 可 利用 覆盖 驶 射 x， 提 升 为 下 的 微分 自 同 胚 6， 使 得 ow = 
ao, 而 且 , 如 果 ole) =o, WER ZEE), HEHE o, HE o(@) =z, 


因此 , HME %w 的 对 称 on, 存在 M 上 微分 自 同 胚 ce 使 coz = nos, 
且 G4 以 Zz 为 不 动 点 ， 显 然 由 o2=idu 可 知 otay) =a ty), 
VyE M. (Lo. XARAK, HoT) =a, KENT o=idr. B 
然 可 证 “为 cs MMAR, Wok Mh ont, Vee Mm, 
BUM, 9) 为 对 称 Riemann 空间 。 命 题 证 完 . 

定理 2.1 连通 Lie HG Ay Riemann 对 称 旁 集 空间 (GEKE, 
9) 是 连通 对 称 Riemann 空间 . 友之 ， 连 通 对 称 Riemann 空间 
M, 9g) 等 度量 同 构 于 一 个 Riemann 对 称 旁 集 空间 (G/ 玉 ,9g), 其 
中 连通 Lie 群 在 G/K 上 作用 有 效 . (注意 , 取 G=IT(M,g)" 即 
可 .) : 

证 命题 1.2 给 出 了 前 一 断言 的 证 明 ， 下 面 证 后 一 断言 . 取 
G=I(M, 9)°. 由 命题 2.1 之 (0) TAM HSS ae IM, 
DEM LAW. h MEM, a XIM, 9) 的 开 子 群 , 所 以 
GHM 上 作用 可 递 . BRG EM LER AR. 

今 对 M 中 一 定点 0， 记 关于 点 0 的 迷 向 子 群 为 EK, R 

K = {a EG [a0 =0}. 
点 0 的 对 称 记 作 co ERG FRX a, 由 carca 可 知 G 中 有 
kito, a>oaco, BA o H G Kae AA. ic 
Go= {EG |o (0) =a}, 
下 面 来 证 明 CKC.. 

SER LEK, 则 (人 0=oopoo(0) =0, BRL o(k) EK, BD 
o(K)CK. 5-7, Be) ~ookoo, 以 及 由 命题 3.1 之 (a)， 
(doo)o= —td 在 2o(CU7 上 成 立 ， 所 以 (do (k))o= (dk)o. 由 第 一 章 
定理 2.2， 所 以 (人 = 有 YEK. WE KCG,, BAR Vea, 
f oxptX €G?, 1ER. 熟知 GO 由 这 些 exp1X 生成 ， 所 以 为 了 证 
GeC 天 ， 只 要 证 假设 X€o A epi X EG, YER， 则 可 推出 
expiXEK, VIER. Awa o(oxptX) —expiX, VIER, F 
是 oolexptX oo (exptX), VEER, (AB oo A O WAAR, w 
=. GolexptX)0= oo (oxptX)oo-O—exptX-0, | VtER,. 、 
所 以 存在 >o; 24 \tl<e,. A (oaptX)0=0. Aut (oxpiX)0=0, 

« ST 。 


Vi€ 良 、 这 证 明了 opt X CK, VIER., SMM T CK CG, 
所 以 G/K 为 对 称 旁 集 空间 .自然 G 在 G/ 天 上 作用 有 效 . 

前 面 已 经 证 明 过 这 时 有 微分 同 胚 p, M>G/K, HM, g9) 
为 齐 性 Riemann 流 形 ,所 以 dgp(g) 为 G/K W GAA Riemann E 
量 , 仍 用 giw. 即 (G/K, g) Riemann 对 称 旁 集 空间 , 自然 9 
为 等 度量 辣 构 。 至 此 证 明了 定理 . 

需要 注意 的 基 , 在 证 明 中 ,我 们 取 了 GG=7TCM, 9). SRE, X 
Fk Riemann 空间 M 可 以 等 度量 同 构 于 不 同 的 连通 Lie 群 G 构 造 
的 Riomann 对称 旁 集 空间 (G/FK, g). 

定理 2.2 设 连通 Lie 群 G 具 有 对 合 自 同 构 o,， 按照 0 构造 
了 一 个 Riemann 对 称 旁 集 空间 (G/K, 9). its: gK 一 agK, 
VgEG Aa, W 8g=LieG KF o HRD HA o=t+m, W 
0=0K, SX Em, W yx) = CoxpiX)0, VER, WA 

(a) yO G/K WR. HI O—eK 的 任 一 测 地 线 
yG), FEAR AREF Xem, Hy 一 7Yx 0), WER. 

(b) 沿 着 yz 的 的 平行 移动 由 7ertz 的 微分 dvexpszx 给 出 . 

证 (Koszul(1]) AiE(b). Me Kem, jp a(t) 一 exptX. 
于 是 yz) -a@)0, Tite o(exptX)=—exp(—H xX, BM o(a) 
=a(—t), MO>0, id 


80 8 
B=o,, me (5) ova (-$), 
则 
strato) ~0($) oa (-4)at00-a (F) nw (人 
6 8 0 8 
=a (5) (a (1-5) )oo-0-a($) a($-2)o 
=a(6—1)0=y;(0—1), 
iu) ET yey (G/K), w=u(0) ET(G/K), tuli) ahh u WA 
vx) MGB. HF B 为 等 度量 变换 ， 因 此 (48)wu(t) HEA 
BO) 一 yx(9 一 让 的 平行 移动 、 此 即 (d6) (uO—2)) HHH 
YAO WETEA, DACAL) (一 uw(0 一 办) 为 消 着 O 的 平行 移 
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a, mt—&, 则 由 有 为 关于 yz (L) 的 对 称 , 知 dB 在 点 yx (所 


值 为 一 纪 ， 所 以 
0 6 
a8 (—u(s))-"(3) 
在 TaD (G/K) 上 上 成立， 所 以 两 个 平行 向 量 场 ue 
{(d8)(—u(@—1t))} ET, (2) (G/K) 上 相等 . AEN yr 
相等 , BVA w(t) = (48)《 一 w《9 一 从), 特别 (QB) (u) -u@). BT 
以 
(d(Boo)) (u) = (dB) (doo) (u) = (d8) (—u) =u (0). 


今 


这 证 明了 (da (0)) (u) =u), 
BRR yx (9) 的 平行 移动 由 aO) = Teper 的 微分 da(O) 给 出 ， 这 
WH T b). 
再 证 (a) 。 对 自然 映射 se, G>G/K, AT 
ou (a(t)) =o (exptX) = (exptX) (eK) = (oxptX)0=yx@), 
于 是 对 于 KET AG), 有 
(da (t)) (dav) (Xo) = (dæ) (dLaty) Xe 
= (dor) Xun =Y), 
其 中 yO ORE. Hb) 可 知 ,yx 的 为 从 切 向 量 
dx (XH, WH yz 人 的 平行 移动 ， 所 以 yx) AWWA, 其 中 
y'x(0) =da(X.). 

RZ, WHE‘ O = or (6) HR y), EH yO) ME RE. 
今 7 OETAG/K). W dm, TAM -MG/E)ZRAE 所 以 
诱导 了 同 构 ms 兰 To(G/ 开 )， 在 这 同 构 下 yO 对 应 XEm, W 
YOM YORE yx (0) = 70) 一 0 7x0) =y 0) =X, HM HR 


+ 3B e 


的 唯一 性 ,所 以 yz =Y 人 的, HEAT (a). 定理 证 完 . 

推论 “Riemann 对 称 旁 集 空间 G/K, g) 上 G 不 变 张 量 场 
了 是 平行 的 , 即 YT =0.， 确切 地 说 , Vz=0 VX EX(G/K), 特 
别 ,曲率 张 量 场 总 是 平行 的 . 

证 用 定理 2.2 及 第 一 章 ，§ 8 中 VT 的 定义 ， 便 能 证 明 这 
个 推论 . 

在 结束 这 一 节 前 , 介绍 对 称 Riemann 空间 的 推广 , 即 所 谓 局 
部 对 称 Riemann 空间 . 它 定义 为 : RM, 9) 为 Riemann WH. 
对 M 中 每 一 点 z， 存 在 一 个 邻 域 口 ， 以 及 Us 到 自身 上 的 等 度量 
变换 ce 使 得 ws 一 ia Hoe 以 2 为 孤立 不 动 点 。 

在 Riemann 流 形 中 , 局 部 对 称 Riemann 空间 可 以 用 YR=0 
来 刻 划 ， 其 中 及 为 曲率 张 量 。 又 已 知 局 部 对 称 Riemann 空间 局 
部 等 度量 同 构 于 一 个 对 称 Riemann 空间 (参考 Helgason[8]). 


§3 对 称 Riemann 空间 的 例子 ” 


在 这 一 节 给 出 若干 重要 的 对 称 Riemann 空间 的 例子 这 里 
(Q/K, 9) 表示 Riemann 对 称 旁 集 空间 ， 相 应 的 Riemann 对 称 
Lie 代数 为 (g, o, Q)， 这 里 4 一 LieG, g=f+m 为 标准 分 解 ,@ 为 
m 上 AdnK KERR. 下 面 关 于 奸 阵 论 符号 从 习惯 . 

其 中 前 三 个 例子 , 在 第 一 章 , 8 2 中 已 经 讨论 过 . 

例 1 Euclid 空间 (R*, g). 


an -fia a) 


ER, J LETT, Hh SRE RERA R. 
Ree 中 原点 的 迷 向 子 群 为 


co . fo ee 
x-{{ ) | zesoo 
. l 0. & i 
、* 本 节 所 举 的 例 , 大 部 取材 于 竹内 腾 (M. Takeuchi) pa shia m Te (R$ # 
ERE RRRA AAF 0 TU 
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ESO), BERS 


所 以 Euclid 空间 (R", 9) 可 看 作 Riemann 对 称 旁 集 空间 (G/K, 
9)， 其 中 G 的 对 合 自 同 构 定义 为 


(sa) Lp eb 


而 Ge= 五 ,下 面 引出 mm 上 兴 积 Q， 


roof?) 

TREER 

(e Djero] 
=) 


sE ant, 
Th 9 =f-+m 为 标准 分 解 ， 又 


0 0\ /0 0 
a((? 路 -人 9?» 
其 中 <w, y) AR ay Boolid AR. 由 直接 验证 可 知 (g, o, Q) 
为 (R", 9g) 决定 的 Riemann 对 称 Lie 代数 ， 
例 2 Ri hiy n ERR", g). 
已 知 群 =50(m+ 才 在 (S",g) 上 等 度量 地 作用 可 递 .对 5” 
HEA C, 0, …, 0) 的 迷 向 子 群 为 


K={(5 e) «ES0() |. 


MAC”, g) 可 看 作 Riemann 旁 集 空间 (G/K, 9). 
在 GG 上 引进 映射 o; 
a(a)=SaS, 
Hip S=diag(—1, 1, =, DEOntl, 显然 0 为 GQ 的 对 合 自 
同 构 ， 而 且 G-E, Wi (G/K, 9) 为 Riemann 对 称 旁 集 空间 . 
下 面 描写 由 (G/ 牙 ,9g) 决 定 的 Riemann 对 称 Lie (LH (9, o, 
Q), HP 


fata=0, sE ref, 


tat+a=0, cer, 


o E) a? Ead 2 E) 
ct a )-s(2 a )s = a)” 
0 ë ; 
E 0 外 se 
te-0|. 
0 =E) /0 -9 1 0 —€\ /0 站 
Al lG erle ohh o 
注意 G/G。 fin BENS MA. 


例 8 Poincaré 上 半 平 面 (五 ?，9) 
记 2 为 单 复 变 数 , 则 五 ?= {2€C|Imz>0}. 全 纯 自 同 构 群 熟 


知 为 


az+b a b 
2 一 > ma (¢ „jesze, R). 


Riemann 度量 为 


dz dz 


TO 
记 G=SL(2, R). ARG 由 等 度量 变换 构成 ， 且 G 在 五 ?上 作 
用 可 递 . 
HE 中 取 定 点 MI 则 此 点 的 迷 向 子 群 


aztb a b 
gib. (_ ess @, |. 


所 以 (LH, 9g) 可 以 看 作 Riemann 旁 集 空间 (G/EK, g). 
在 中 引进 对 合 自 同 构 o: a 


a b tfa bY) a b 
o(° aD (° a] (8 g) ESC, R). 
这 时 G.=—SO2)=K, PLL (G/K, 9) 为 Riemann HRE EE 
间 . 加 
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K=S0(2) -| 一 


册 它 决定 的 Riemann 对 称 Lie 代数 (8, 0, DEXA 


De 
(6 (6 9-8 a) 
eE De} 


(E “ae 


Q(X, Y)=-2TrxY, VX, Y Em. 
E ”这 个 例子 中 , GE, g) 上 作用 几乎 有 效 . BRE, 


一 -2 十 和 =d, e=b= +m 
:一 -到 当 且 仅 当 4~d, c= b=0, BIR 


a 0 
(3 jesze, R). 


Ha =1, Ha=+i. 这 证 昌 1 0 TI ?对 应 同 
所 以 只 一 1 Hasti. Ku aT; i} ( 0 _ 1] 对 应 
一 个 变换 ， 所以, 如果 取 


az+ o a b 
Ce act (¢ 让 ESLG， | 
则 G 在 C3, g) 上 作用 有 效 . 
例 4 设 万 为 连通 紧 Lie 群 , 9-Lie 及 .由 太 紧 , 所 以 在 9 
上 有 4d( 互 ) 不 变 内 积 <,》. 


取 G=HxH, K={@, o) EG} SEH, 
cola, 0)= ,a), Vla, D EG. 
自然 o 为 G 的 对 合 自 同 构 ， 使 得 Go= 开 . 所 以 有 对 称 旁 集 空间 
G/K. 这 时 
g={(X, PY) |X, Y €b}, 
ol(X, Y)=(Y, X), (X,Y) Es, 
m= {(X, ~X) |X €b}, 
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t={(X, X)| X Eb}. 
fem Fee CMAQ OF. 
Q(X, -X), Œ, -Y))=4<X, Y>, X, VES, 
则 (a, o, © X Riemann 对 称 Lie HA. 从 而 引进 了 Riemann 
对 称 旁 集 空间 (G/K, g). 

WG/K 中 任 一 点 (@ DK, 对 应 一 点 6 于 是 建立 了 
G/K IH ERX p. (a, 6)K ab", BR, eet OM FUR. 
ERENT OKE MH YLAR ÆR HARUTEE 
Riemann Ei <,). He» (G/K, 9) 3H, <,>) 上 的 等 度量 
变换 . 

下 面 两 个 例子 , 是 对 实数 域 民 , 复数 域 C， MERKRA BMI 
的 例子 . 为 了 方便 起 见 , 这 三 种 域 用 一 个 符号 攻 ER. 

Wack, 记 & 为 4 WskPtR. AR, RER a, =a, 

W Mam) ARIA LP nxm 矩阵 构成 的 域 并 上 的 nm BE 
右 线 性 空间 ， 当 XCMi nH), WX, X AW X We Be 
CARRE. 记 K?= Mai(K) HK LWW RY Rin eG 
线性 空间 ， 记 M,R) = Mr, K AK ERE n BT PERS a n’ 
维 右 线性 空间 ， IMO HAA, O, MK) 中 零 方 
阵 . 

RK=Ħ, 日 中 标准 基 为 1, å, j, 8， 于 是 只 为 只 上 非 交 换 可 
除 结 合 代数 . 它 有 子 代数 人 一 民 十 Ra， 这 个 子 代数 就 是 复数 域 ， 由 
Fij=k, 所 以 日 中 任 一 元 

9 = aot aitaa] tagk = (dot 1b) + (aatasi) j, 
其 中 do, a1, aa, aa ER, Bl gota, dgtateCC, 所 以 付 也 是 CC 
上 2 RAREZA. 

FER X= (tw) EM, (H), BP jw 一 owo 十 Bw)， 其 中 cum 

BwEC, W 


构 作 2n 阶 方 阵 


1 
| : : Jeane 
Naa ttt Xan 
则 有 对 应 ep XY, BAP MAO) MnO) A R- 代 数 的 内 
射 同 态 , 且 有 
ptX)--'p(X), VXEM,(H), 
在 上 述 揪 入 下 , 像 为 Man ©) FRE, 
最 后 , id det 为 方 阵 的 行列 式 , Tr 为 方 阵 的 迹 ， 再 记 
N(X) =det X, T(X)=Tr(X), 4 K=R KC, 
N(X) =det p(X), T(X)=Tre(X), 4K=H, 
例 5 w 
U(n, K = {a E M, (KR) |'ea=I,}, 
SU (n, © = {EU th, DIN =. 
Wik U (n, K) 2% Lie HE, SU(m, K) HUH, DORATH, 记 以 
也 是 紧 Lio 群 。 它们 的 Lie 代数 分 别 为 
u(n, K) = {XEM (K) |'X +X =0}, 
su(m, A) = {X Eun, A) | P(X) =O}, 
FaUl, K), WE 
Ad(a) X =a Xat, VXEv(n, K). 
Sb, WAH UC, R)=-O(n), 即 实 正 交 群 ， SU(m, R)=80 Cn); 
Um C)=U (n), HAH, SU (n, ©= SU (n); x SU (n, =) 
=S), 其 中 S,(n) We, 
下 面 给 出 一 类 Riemann 对 称 旁 集 空间 . 
现在 , 取 1<wp<9, if 
G=SU (p+g, R). 
取 S=diag(1, =, 1, —1, =, —-I)EU (p+q, K), 
2 q 
则 o(a)=SaS', VaeG 
是 G 的 对 合 自 同 构 . 这 时 
ala ajea JEU, K), BET, 加 上 
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所 以 记 K=G., WE/K Bx Re Bs IB, 
由 它们 决定 的 Lie 代数 
g=supt+gq, K), 
o(X) =Ad(s)X--sXs7, VXEQ, 


molly 0 


Y 0 < = 
-ila g EMPe | PY =o, 242-01, 


再 定义 m 上 内 积 


于 是 


Ze Myatt) | csulptg, K), 


-4T (XY), K=R, 


Q(X, Y)=1_əT(XY), K=¢, 
-T(XY), KR=HĦ, 


于 是 可 证 (g, o, QX Riemann 对 称 Lie 代 数 .， 相 应 地 可 在 Q/K 
中 引进 Riemann BFE g, 使 (G/K, 9) 为 Reimann 对 称 旁 集 空 
间 , 相应 的 Riemann 对 称 Lie 代数 为 (a, o, Q). Œa EGK 
上 作用 几乎 有 效 ，(g, o, Q@) 为 有 效 Riemann WF Lie 代数 . 

上 面 给 出 的 Riemann 对 称 觉 集 空间 G/ 玉 有 如 下 的 几何 实 
现 。 为 此 引进 氏 上 Grassmann AERES. RK E ptg HR 
性 空间 Ke+ 中 所 有 p 维 子 空间 构成 集合 G5,a(K) .Kr 中 标准 基 


(i) 


a=*(0, +, 0, 1, 0, =, 0), d=1, 2, =, pg. Ber, +, oŒ 
成 的 p 维 子 空间 为 Go O 中 元 素 0， 

在 Gypa (K) 中 可 以 自然 地 引进 Lie FEMA G= SU (pt, K), 
显然 它 在 Gy,a(K) 上 作用 可 递 ， 点 O 的 迷 疝 子 群 即 五 。 所 以 按 
照 对 应 ak 一 aO，YaEG， 则 可 在 Gr 中 引进 Cr 流 形 结构 ， 
使 得 G/K 和 Gy (X) 在 上 述 对 应 下 Cr TARR. 

流 形 Gin (K) 记 作 P"(K), CERK bn SERBS Bl. 对称 
Riemann 空间 (CP" ,9) 常 称 作 域 发 上 椭 贺 空间. 
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例 6 记 正 整数 p, 9 有 1<g<p, 记 ptg 阶 方 阵 
P q 
Ip,q= diag (—1, wy =i, 1, wets 1), 
引进 矩阵 Lie 群 
SU (p, q, K) = {a€ My+q(K) |N (a) =1, alpat = Ipa}. 
它 的 Lie 代数 为 
gG=su(p, q, K) = {X € My.,(K) {7 (X) =0, 
‘X Ip at Ip X =O}, 


取 G=SU(p, 9, K)°, 
在 G 中 有 对 合 自 同 构 0. 
ola) 一 经 Vac, 
这 时 
a-K-{(° jsG laGU(p, K), BEU, ©}, 
而 o(X)=-'*X, VX Eq, 
Z 
TR me 0)e Mt) ZEM], 
[Y 0 
-{( BEN q, IF Eulp, K), ZEu(g, K) | 
在 村 上 引进 内 积 
JTY), K=R, 
Q(X, FY) = 


2T (XY), K=C, 
T(XY), K=H,. 


于 是 (g, o, Q) AH Riemann 对 称 Lie 代数 ; 它 定义 了 Riemann 


对 称 旁 集 空 间 (GV 天 ，9). 


上 面 给 出 的 Riemann 对 称 旁 集 空间 (G/, g) 有 如 下 的 儿 何 


实现 . 


任 取 Hermite 方 阵 XEM.) ( 即 '¥=X). 4 R-RE 


惟一 全, X>0 HEEE 4K=H, X>0 98 p(X) IEE. fF 


e ale 


Dp) = {ZE Mp) |I- ‘ZZ >00} 。 
这 是 右 线 性 空间 MoO 中 的 开 集 ， 下 面 证 明 ， 它 们 作为 C it 
形 ， 则 G/K 和 Dro) 同 胚 ， 即 在 这 个 意义 下 ， 可 以 看 作 
G/K = Dp). . 
事实 上 , ER aE MK), tE aloa Ioa Kakro, 9 行 


列 分 块 , 即 记 
[2 Ê 
a5 >) 
则 条 件 可 写 为 
(3.1) taa — yy =I,, 53—'BB=1,, BFS. 


这 关系 等 价 于 ,对 任意 GE My (MQ), 有 | 
(3.2) "(yZ+8) (yZ+8) —' (aZ +A) (aZ +A =1,-*ZZ, 
x ZE Dp), 则 由 I,—*ZZ>0 可 知 :YZ 十 6) (yZ+-8) > 0, 这 
WEBI T yZ+36 以。(K) 为 非 异 方 阵 。 于 是 可 以 在 Dy OEE 
映射 
(3.8) Z->(aZ+ B)(yZ+8)7,- 
DA a AR, Wa(Z)=w, 由 (3.2) 式 可 知 
%yZ+8) Tw0) (yZ+8) =1,-*ZZ>0, 

此 即 I, —'ww>0, EA a (Dy KED; . 

I WE a> aft Lio H GH AW, H {alaca} X Doa) 上 
全 纯 自 同 构 群 ， 下面 证 它 在 Do,o(K) 上 作用 可 递 . S Mp 中 
FHE OC Dy o (KX). FE Dy, O PERR Zo, 由 Ip—*ZoZ0>0, 
所 以 存在 Mo(K) 中 非 异 方 阵 5, 使 

TiZoZo0) = L. 

到 B= ZOE My R), 则 上 式 给 出 8—88 T. 

另 一 方面 ， 由 la—'ZoZo>0 HIE 五 一 28 各 >>0。 所 以 存在 
Mp(K) 中 非 异 方 阵 a, 使 

tal Ip- Zo'Zo) r= Lp. 
Rl y= Zoa E Me K), 则 上 式 给 出 taa —'yy= 1y. 这 时 
'aB ='aZd ='78, 


Le y. 


所 以 a=(" 5 )e Moen 
y 6 


适合 条 件 (3. 了 ), Maly, a@=Ipq. MAING, FEN aR 
一 个 常数 因子 入, 使 [入 | = 二 则 可 证 它 在 G 中, 而且 前 面 讨论 不 受 
影响 。 所 以 无 妨 设 egEG. 易 证 这 时 5(0)=2Zo， 这 证 明了 G 在 
D,a (KK) 上 作用 可 递 . 
Dy gS) PROBA FR BRA KL 由 于 DoK) 为 
Mo O PRA, 所 以 证 明了 G/K 和 Dp,o(K) 作为 Cr MIB, 
它们 Or HE. ACT, G/K i Riemann 度量 9 变 为 
D, aO 的 Riemann 度量 ， 仍 用 g 表示 ， 又 (D; 8), 9) 中 点 O 
的 对 称 oo 定义 为 
oo(Z) = —2, VZED,,,(K). 
XEN T (DoK), 9) 为 对 称 Riemann 空间 。 它 是 Riemann 对 
KA R23 I (G/K, 9) 的 实现 . 
特别 ，DDni《K) 是 K"++ 中 单位 超 球 ， 它 通常 用 D,(K) RR. 
Riemann 流 形 (D,(K), JERA K LMS. 


§4 半 单 Lie 代数 


为 了 下 一 节 有 用 ， 在 这 里 叙述 半 单 Lie 代数 的 基本 概念 和 结 
果 ， 读 者 如 要 知道 详细 的 叙述 , SS J. E. Humphrey[10] 或 
严 志 达 和 许 以 起 [28] 


4.1. ## Lie 代数 


在 这 一 节 , 9 记 复 或 实 Lie 代数 . 

定义 (D) Lie 代数 g6 如 果 适 合 [6，9] = 0， 则 称 为 交换 Lie 
代数 ,或 称 为 Abel Lio 代数 . 

(2) 从 Lie 代数 g 出 发 , EM FRB o' = 19, 0°71], =A, 2, 
…， 其 中 g=¢. MBRHEAREN, 使 0 一 0， 则 g 称 为 替 零 
Lie 代数 , 
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(8) 从 Lie 代数 gg 出发， 定义 子 代数 链 0 四 一 fo, oP], 
j=1，2, …, 其 中 9 中 =g。， 如 果 存 在 自然 数 丸 , 使 8 中 =0, Ng 
称 为 可 解 Lie 代数 . 

BR, FES Lie 代数 必 为 可 解 Lie 代数 .事实 上 , 用 归纳 法 可 
证 2E95 i=l, 2, …， 反 之 ,有 例子 说 明 可 解 Lie RRA BH 
F. 又 交换 Lie 代数 是 最 简单 的 窒 零 Lie 代数 . 

定义 ”Lie 代数 6 的 最 大 可 解 理想 7 称 为 & 的 根 ，Lie 代数 g 
的 根 y= (0), 则 g 称 为 半 单 Lie 代数 . 

ARAB Lie 代数 的 重要 性 在 于 有 Levi 分 解 : 即 任 一 Lie 代 
数 8 必 为 根 y 和 一 个 半 单 子 代数 go MSE A A G=yt+o. H 
若 g 有 两 个 Levi 分 解 8 一 7 十 86 二 7 十 691， 则 半 单 子 代数 do, gz E 
相 共 斩 , 即 在 内 自 同 构 下 互相 同 构 . 

对 Lie HG, 我 们 也 可 以 引进 交换 (或 称 为 Abel) 的 , Wi, 
可 解 的 ， 根 以 及 半 单 等 概念 . 例如 Lie HG 的 最 大 可 和 解 正规 子 群 
BAR. 当 根 为 离散 子 群 ( 即 零 维 Lic 群 ) 时 , 则 Lie 群 G KA 
单 的 ， 所 以 在 连通 Lie HG 的 情形 ， 它 交换 、 寡 零 、 可 解 、 半 单 分 
别 等 价 于 它 的 Lie 代数 9 LE RE HE pA. 

Lie 代数 结构 ,最 清楚 的 是 所 谓 约 化 Lie 代数 . . 它 有 几 种 等 价 
定义 ， 我 们 用 它 的 结构 来 定义 . 

定义 ”如 果 Lie 代数 g 是 它 的 中 心 z 和 一 个 半 单 理想 y 的 直 
EM, 6 一 7 四 2 则 g KABUL Lie KR. 

这 时 ， 显 然 Lio 代数 g 的 换 位 子 代 数 o = [8，9] 就 是 半 单 理 
%8 y. 

显然 , 半 单 Lie 代数 是 约 化 Lie 代数 , 交换 Lie 代数 也 是 约 化 
Lie 代数 . 

E41 X Lie HA Lie 代数 是 约 化 的 . 

证 ATK Li 群 的 附属 表示 完全 可 约 ， 所 以 它 的 Lie 代 数 
ROR RCS A. 由 于 附属 表示 的 不 变 子 空间 为 理想 ， 这 就 
TERS TEE. 

在 第 一 章 ，$ 2, 34 2.2 前 已 定义 了 Lie 代数 的 Killing-g 
ie 44 。 


BUX, Y), 易 证 它 有 下 面 初等 性 质 ， 
(4.1) Bi@(X), a(F))=B(X, Y), VX, VEs 
对 一 切 g 的 自 同 构 a 成 立 ; 
(4.2) B([X, YJ, Z+BY, [X, 21)=0, VX, Y, 7Es, 
这 性 质 称 为 不 变性 . 由 Killing 型 的 不 变性 , 立即 可 证 g 的 理想 
6 关于 Killing Why ERY = {X Eo] BCX, b) 一 0} 仍 为 理想 . 
mH. Killing 型 限制 在 理想 上 为 96 的 Killing 型 .再 对 Lie 代 
数 9 的 交换 理想 a, Mo E Killing 型 的 核 中 , 即 B(a, 9) =0. 这 
HBG, 89) 一 0 表示 BUX, 了 )=0, YXEa, YEg. 

由 半 单 Lie 代数 的 定义 可 知 Lie 代数 g 半 单 当 且 仅 当 g 没有 
非 零 交 换 理 想 . 

定理 4.2 Cartan 判别 法 ) ”Lie 代数 g 半 单 当 且 仅 当 它 的 
Killing 型 B 非 退 化 . 

此 定理 的 充分 性 由 上 面 说 明显 然 可 证 ,必要 性 证 明 比 较 复杂 . 

定义 ”Lie 代数 9 的 维 数 如 果 大 于 工 且 它 的 非 零 理 想 只 有 8 
本 身 , 则 g 称 为 单 Lie 代数 . 

从 定理 4.2, 立即 可 证 

定理 4.8 Lic 代数 4 半 单 当 且 仅 当 6 是 单 理想 子 代 数 的 直 
接 和 ， 这 时 半 单 Lie 代数 的 单 理 想 子 代 数 只 能 是 直接 和 因 了 于 . D 
以 半 单 Lie 代数 的 上 述 分 解 不 计 次 序 唯 一 . ` 

熟知 ， 复 单 Lie RAE WE UTF 28 i É. Cartan 
解决 ， 它 有 An Br, On Ds 四 大 类 ， 以 及 Gs, Fa, Eo, Br, Ha 这 
五 个 例外 单 Lie (RH. FATF GEA F). 

## Uh, Z wR E Cayley-Dickson RH, Jil LB 
阶 Hermite 方 阵 构 成 的 Jordan 代数 ，-Z RISHAMBARLER 
T 的 复 化 .又 对 代数 A, Aut4 记 4 的 自 同 构 群 . 

关于 实 单 Lie 代数 分 类 问题 , 也 已 经 解决 ,这 在 4.2 中 加 以 叙 
述 ， 在 这 有 段 最 后 , 给 出 

定义 ”Lie 代数 g 的 微分 DD 是 8g 上 线性 变换 , 它 适合 

(DX, Yj+ LX, DY]J=DC(LX, Y]), YX, YEg, 


e 4% « 


RN 复 单 LIe 代数 分 类 衣 


Cartan 的 符号 A ÉA 紧 有 形 式 维 数 
Any (n=) SL(m+1, © SU (+1) (m+ 1)?-1 
Bw n= 2) SO(n+1, ©) | SO (2n+1) ont+n 
Ca (N23) Spin, ©) Sp (a) 332- 
Dn, n4) SO(2n, ©) SO (2n) ! 2n3—n 
Ga Aut Ee : Aut & 14 
F, Autz e Aut 7 52 
Be 3 
E; 138 


Es 


表 中 下 足 码 表示 Lie 代数 的 秩 ( 参 考 第 四 章 ,$ 1). 


”由 此 可 知 , Lie 代数 9 的 附属 表示 a4 8 中 任 一 元 44 2,VZEg 
都 是 微分 ， 这 种 微分 称 为 内 微分 ， 可 以 证 明 | 
命题 4.1 BM Lie 代数 的 微分 必 为 内 微分 ， 即 对 任 一 微分 
D, FE X Eg, fi ad X= D, 


4.2. RHA 


定义 Ha WA Lie 代数 . 记 gr 为 将 g 视 作 实数 域 上 线性 

空间 , 自然 gr WE Lie 代数 ，ge 的 子 代数 go 如 果 适 合 
gm 一 go 十 一 1go， gonw 一 Igo= (OY, 

则 实 Lie 代数 ge 称 为 复 Lie 代数 a 的 实 形式 . 

BR, 任 一 实 Lie 代数 的 复 化 为 复 Lie 代数 . Penan To 的 
复 化 外 一 9.。 因此 g 称 为 go 的 复 化 . 

例 对 复 Lie 代数 g 一 of C), Malin, R) Buln) 都 是 4 
的 实 形式 ， 其 中 alln, R)X Lio 群 GL(n, R) Lie Rak, X u(n) 
为 Lie 群 口 (n) 的 Lie 代数 (参见 表 卫 . 

定义 设 g 为 复 Lie 代数 , 8 到 自身 的 映射 er KARR, 如 果 


a AÒ 。 


a(cX) =eo(X), YcEC, XEqg, HoH or 的 对 合 自 同 构 . 

WE Lie 代数 g, 记 go 为 9 的 一 个 实 形式 .由 

gn—dot v1igo, gofV 1go= (0), 
在 ge 上 定义 映射 o. 
X+/S-lY¥>X-J/—-iY, YX, YE€Ego 
显然 , oH gg AAAA. 作为 g ORI, BRo WS. 由 
此 可 兄 , 一 个 实 形式 go 对 应 了 一 个 共 轿 oc， 反之 , 任 给 一 个 复 Lie 
Raa Mike, 作 
do={X Egqlo(X) =X}, - o 

不 难 证 明 go WRK. HERLEMEKHERE C. 所 以 证 明了 

命题 4.2 to BM Lie (tH, Meo HERNE HF 
在 一 个 一 一 对 应 ， 实 形式 go 对 应 指 共 绝种 和 go AIA WF RR: 

go= {X Egla(X) = x}. 

命题 4.3 设 go WR EM Lic 代数 g 的 实 形式 ， 则 go 半 单 当 
且 仅 当 6 半 单 . 

证 出 于 86 fH Killing #3 BIR I FE oo ER A oo HY Killing 
型 ， 由 Cartan 判别 法 (定理 4.2), 这 命题 显然 成 立 . 

定义 ” 实 半 单 Lie 代数 ge KAER, WEER Kiling WE 
负 . 

我 们 知道 , 按照 这 个 定义 , 紧 半 单 Lie BAY Lie 代数 是 紧 半 单 
Lie 代数 ， 反 之 , 我们 有 

定理 4.4(Weyl) 设 9 为 紧 半 单 Lie 代数 ， 则 以 8 为 Lie 代 
数 的 任 一 连通 Lic 群 紧 . 

下 面 定理 在 实 半 单 Lie 代数 的 分 类 问题 中 起 了 本 质 的 作用 。 

定理 4.5(Woeyl, Cartan) HEM Lic 代数 e 有 紧 实 形式 
Su. O PHP RABAT MIB, 即 在 8 的 附属 群 Ad SHUR TE 
用 下 互相 同 构 . 

Mg 为 单 Lie 代数 当 且 仅 当 gs BM Lio 6 RE. 

记 do 为 实 半 单 Lie (LH. 设 do AA AH 同 构 。 5,， 记 .ge 关于 
安 的 标准 分 解 为 
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(4.3) Gor f+p, 
H (4.1), Beo(X), o(%)) =B(X, Y), 所 以 可 证 
Bt, p)=9, 

由 于 Killing  BSEIR(L, BREATHER p=. 因此 标准 分 解 
(4.3) 由 了 唯一 决定 . 

定义 REM Lie 代数 go MWA A Wo HA Cartan 对 
S, 如 果 go 的 Killing 型 在 t 上 定 负 , Æp 上 定 正 、 这 时 , 我 们 称 
(go，o) 为 Cartan xf. Ti (4.3) 称 为 Cartan 分 解 . 又 ft 称 为 关 
于 Cartan 分 解 的 特征 子 代 数 . 

由 于 go hy Killing Bp EZE, 所 以 在 pb LEAR, Fi 
用 Killing 型 不 变性 ， 立 即 可 证 Blp 在 tf 的 附属 作用 下 不 变 ， 即 
(go, 0，B|Pp) 为 Riemann 对 称 Lio 代数 . 

定理 和 &.6(Oartan) Hao WEER Lio 代数 , 设 go ER. W 

(a) go 上 存在 Cartan 对 合 ; 

(b) 两 个 Cartan 对 合 在 go 的 内 自 同 构 (BI 4a(ge) 中 元 素 ) 
PASSE. 

(o) Oartan 对 (fo, o) 的 特征 子 代 数 POON ARR Os 
Ad(Go) FRIRARTR EK, AWS G/K WRF 4: 

RY (N=dim@/K), 

所 以 G/K 单 连通 . 

下 面 回 过 来 描述 复 半 单 Lie 代数 9 的 实 形式 . 记 gu 为 @ 的 
紧 形式 。 记 0 为 gs 的 对 合 自 同 构 ， 

gw 一 过 十 mt 
为 gs 关于 6 的 标准 分 解 ， 在 gr 中 考虑 实 子 空间 
Ge=t++/—im, 

HE; ge 也 是 实 形式 , 且 上 述 分 解 为 go 的 Oartan 分 解 。 

EH 4.7(Oartan, Gantmacher) 记号 如 上 ,我 们 有 

a) 对 9 的 任 一 实 形式 go FERREA 0. 的 对 合 息 同 构 0, 使 
得 由 9 决定 的 实 形式 ge 和 Go FEM. 

b) 对 紧 形式 gs 的 两 个 对 合 自 同 构 0 8， 则 gesgo 4 BR 


1 4B 。 


4 O FO ZE gy HO IAA ASE 

用 这 个 定理 , 可 以 对 实 单 Lie 代数 在 同 构 下 进行 分 类 , 即 设 go 
为 实 单 Lie 代数 ,9 为 ge 的 复 化 ， 则 9 为 复 半 单 Lie 代数 (命题 
4.3)， 对 9 出 现 两 种 情形 . 

(1) a 是 单 Lie 代数 . 

这 时 ,按照 定理 4.7, 可 对 go 进行 分 类 ，g 的 实 形式 的 同 构 类 
一 一 对 应 于 9 的 紧 形 式 9 的 自 同 构 群 Aut(gw) 中 二 阶 元 素 的 共 
EAS, PAVE RARE SE Sh Lio RAIAR II， 另 外 ,还 
有 12 个 例外 型 非 紧 实 单 Lie 代数 ,就 不 一 一 写 出 了 ， 


RM PRLS Lie RAHA RK 


Cartan 的 符号 | 非 紧 实 单 Lio 代数 特征 子 代数 HER 

AI si(n+1, Rì | suln+1, R) An 

—_ AIT | sl(n, Y) sp(n) i Aani 

AII o su(p, q, ©) | su(p) + su(q) - Apig-1 
BI sO(p, g, R) sO p) -s2 (q), ptq=2n+1 Ba 
i BII sO(1, 2n, R) | sO (2n) Ba 
CE | spin, RR) 7 u(n) a Ch 
a CHL utp, a. Wo sp(p) +sp(a) Cora 
pr o Olp, 9. F) sO(p)+s0(q), ptg=2n Dn 
pn S001, 2n—1, R) sO (2n—1) Dn 
DIII l sO (tn, H) | u(2n) Dy 


(2) a 不 是 单 Lie 代数 . 

这 时 存在 复 单 Lie 代数 gj， 使 gdg 兰 go。 而 且 如 果 有 了 两 个 复 
单 Lie 代数 G1, ga， M in 兰 gag 宕 go， 当 且 仅 当 iss, 因此 具有 
复 化 为 非 单 Lie 代数 的 实 单 Lie 代数 的 同 构 类 一 一 对 应 于 相应 复 
单 Lie 代数 的 同 构 类 . 

这 里 记 K=R, CRH, alin, K) WK LRA HAR 
的 集合 ， 又 对 四 元 数 c= aot ayt+aoj+ ask, £o, V1, ti, TER, 


a 49. 


取 t= gto Xi —-2@aj—agk, wv =a t+ays—ajtorgh. TE 
sh(n, A) = {aE ql(n, K)|Tra=0}, 
so(p, q, K) = {a@Esl(pt+q, KR) lig’ Ts,at Tr = 0}, 
so(n, IX) =so(n, 0, K), 
u(p, q, K) = {aE al(pt-g, K) | alpa +L, =}, 
u(n, A) =uln, 0, R), 
sp(n, K) = {aE gl (Qn, K) laJ +Ja=0}, 
其 中 Tygnding( In 7-( 0) 
实 单 Lie 代数 的 分 类 理论 首先 由 È. Cartan 在 1914 完成 的 。 后 来 许多 
数学 家 作 整 理 与 简化 工作 , 它们 是 
F. Gantmacher, On the classification of real semi-simple Lie groups, 
Mat. Sbornik 5(1939), 217~248. 


Pik, SMH Lie 代数 分 类 及 其 角 图 表示 ,科学 记录 7 959), 213~ 
217. 

S. Araki, On root systems and infinitesimal classification of irre- 
ducible symmetric spaces, J. Math. Osaka city Univ. 13 (1962), 1~34. 

8S. Murakami, Sur les classification des algébras de Lie réelles et 
simples. Osaka J. Math. 2 (1965), 291~ 307. 


也 可 以 参考 Helgason[8] 以 及 严 志 达 和 许 以 超 [28] ARS. 


$5 对 称 Riemann 空间 的 结构 


在 这 一 节 研 究 Riemann 对 称 Lie 代数 的 代数 结构 ， 且 证 明 
单 连通 对 称 Riomann 空间 是 Euolid 空间 和 一 些 不 可 约 对 秘 
Riemann 空间 的 拓扑 积 . 


5.T 第 一 分 解 定理 


C351 BQ o, Q HAM Riemann 对 称 Lie 代数 ， 
g=itm BAF o 的 4 的 标准 分 解 , 则 
z.a) £4) Killing 型 B: 是 半 负 定 的 ， 


e BO » 


b) o & Killing 型 有 在 f 上 的 限制 B|t 蚌 负 定 的 . 

证 利用 第 一 章 , 引 理 2.2. 今 对 自然 映射 nm: goa/t, EB 
导 了 线性 间 构 m 守 9g/f， 于 是 mm 上 适合 条 件 

Q(adm(X)u, »+Q(u, adn(X)v)=0, Vu, vem, XET 
的 内 积 @， 在 此 同 构 下 变 为 8g/f 上 内 积 @， 显 然 也 上 线性 变换 
dn IETF, 变 为 0/f EREK ady (X), YXer A 
此 g/ 上 内 积 久 适合 第 一 章 , 引 理 2.2 的 条 件 ， 所 以 证 明了 B 
fit, Blt ie. 引 理 证 完 . 

定义 E, 0, @) 为 有 效 Riemann 对 称 Lie 代数 , g=t+m 
是 关于 c 的 标准 分 解 . 如 果 [m m]=0, WiC, o, QA Euclid 
型 的 ; 如 果 9 是 半 单 Lie 代数 , 则 (g，c，Q@Q) 称 为 半 单 型 的 ; MR g 
是 紧 半 单 Lie 代数 ， 则 (8, o, QO RAR SBA, 如 果 8 是 非 紧 
半 单 Lie e RÆ Eo X Cartan We, WG, oe, 人 ) 称 为 非 紧 半 单 型 
的 . 

5186.2 WE G, o, Q) EAE RAH Riemann 、 对称 
Lie 代数 , WW f= fm, m}. 

证 作 =[m, mj] 十 Mm， 显然 为 g 的 理想 ,中 关于 9g 的 
Killing Æ B EXIME bt, BAH g 的 理想 ， 由 mL 一 主 可 
AIH CE. HARE, RA D= (0)， 即 9 一 9g9。 再 由 [mi mcr, 立 
即 可 得 f= [m, m]. 引 理 证 完 . 

设 Lis 代 数 g 分 解 为 理想 81,，…, 8; 的 直接 和 8 =~ 0 四 人 0. 
H a X Riemann 对 称 Lio 代数 (a, cu Q), i=], 2, …, s. 定 
义 g 到 自身 的 映射 o; o( VX) =Dai(X,), VX Eg, HWE oH 
9g 的 对 合 目 同 构 、， 对 gi 关于 6; 的 标准 分 解 9 十 4， 易 证 设 
f=D/i,, m= 人 m, 则 g=f 十 tm 为 g 关于 o Wes. ERX, 
Yem, WX=-2M, YEY; X, Yem. 定义 

- OX, Y)=EQ(X, Y), VX, Yem, 
易 证 这 时 (9g, 7,-Q) A Riemann 对 称 Lig 代数 . 
定义 在 Lie 代数 g MHRA M S ah, Raw 


. Bis 


Riemann 对 称 Lie 代数 (9;，o0;, @) ,如 果 按 上 上 面 构造 出 Riemann 
对 称 Lie 代数 (9, o, Q). WG, o, DHA (gi, ao Q), t=1, 2, 
“+, 8 的 直接 和 , 记 作 

(a, o, Q) = (G1, 04 QDO Os Os, Ve). 

定理 5.1 设 (g, o, Q) 为 有 效 Riemann 对 称 Lie 代数 ， 则 

(g, o, Q) 可 唯一 地 分 解 为 直接 和 

(g, o, Q) = Go, Fo, Q)O(G1, 01, Qi), 
其 中 (Go, Fo, Qo) 为 Huclid 型 有 效 Riemann 对 称 Lie 代数 ， 而 
(91, 61, Q1) 为 半 单 型 有 效 Riemann 对 称 Lie 代数 . MAB go 关 
于 cc 的 标准 分 解 为 go 一 to 十 mo 则 mo 为 9 的 最 大 交换 理想 

证 EERE, 再 证 唯一 性 . 

记 g=l+m Wo RT o 的 标准 分 解 ，B 为 8 的 Killing 型 . 

存在 性 证 明 , 分 下 面 几 步 . 

QQ) id m={XEm|LX, m] =0}. W mm 为 8 的 最 大 交换 理 
想 . 

证 og 中 和 任 取 交换 理想 a, AR Ba, g)=0. HR Zea, Ny 
Z=X +Y, X€t, Vem, HFBE, m=0, PABX, X) 
=B(X+Y, X)=B(Z, X)=0, W34 5.1, Bret, 所 以 失 
出 X=0, Bl Zem, acm, 

f(a, m]caN Em, mJ cmMt=0, Hr acm. FUR BLE 
mo 为 交换 理想 , 则 mo 为 9 的 最 大 交换 理想 . l 

SER XEE YEm, ZEm, WMX, VIEL, mlcm, W 
EZ, [X, YJ]J=—-Y, (4, XV) -(X, (Y, 21] =0, FU 
TLX, VY] Emo, BM [g, mo] = [f, mo] + [m, mo] = Œ, mo] Cio, 
Rin, to] Lin, mo] 一 0， 所 以 证 明了 m 为 交换 理想 . 

(2) mo={XEm|BCX, 9)=0}={XEm BI, m) =O}, 

证 > XEm, g=ftm, H BM, H=0, Hu B(X, g) 
=B(X, m +B(X, )=B(X, m)， 因 此 只 要 证 

mo= {XEm|BX, g) +0} 
RBT. É, Hm 为 交换 理想 ,所 以 Bim, g) =0。 这 证 明了 
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moa {xX Em| BOX, g) =O}, 
下 面 证 反 包含 SHER X Em, Hi BX, 9) 一 0. FTÆERY Em, 
和 ET 有 
LX, YJE hk BX, Y], Z)=B(x, [Y, ZD =9. 
但 由 引 理 5.1, 互生 定 负 ， 所 以 证 明了 LX, Y]=0, YY €m, Bp 
XEMo, RUE T mo= {X Cm| BCX, g) =O}, 
(3) 现在 给 出 g AS) HSK, 
记 my={X Em|QCX, m) =O}, 
UFR Am 的 内 积 ,所 以 有 空间 直接 和 
m=mo +m, mf ns=0, 
A, HRAL, moj Cmo。， 又 由 已 在 admf FRE, WA Ef, m] 


cm. 而 [my mcf 作 


(6.1) 人 一 [na，T 十 ma 
(5.2) Go= {XEG| BX, t) =O}, 
设 go HET MIRA fo, 则 有 空间 直接 和 

(5.8) go = fo + mo. 


事实 上 , 由 (2), mo 为 8 在 g 中 的 核 . 所 以 moCgo， 问题 化 为 证 
Ego X=VY+Z, YE, ZEm, WZEm, A BU, a) 
=0, BL m)=0, 所 以 由 ge 之 定义 

B(Z, 9) =B(Z, m) =B(Z, m) = B(X-—Y, m,) =0, 
这 证 明了 ZEmo， 即 (6.2) 成 立 . 

现在 证 91 HE. BEL, AM, mo] =0， 有 mo mi =O, 
如 Em, ma] = [m m]. Pe 

Lg, g= [itm, [m m] +m] 
= [f m, mA] E, mt En, [m mg] 
+[m, my] c [ma m] 十 ma 一 91， 

A 91 为 理想 ,所 以 go 也 是 理想 . 又 由 BB 之 核 在 go 中 , 所 以 Blas 
非 退 化 . 由 91 为 理想 , 所 以 Blg Bl gi 2 Killing 型 。 由 于 它 非 
退化 , 即 91 半 单 ， 另 一 方面 , 由 gm 之 定义 ,所 以 g 有 理想 直 
接 和 8 一 go 十 gl， 且 go= {X Ea] LX, a1] =O}. 
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今 是 0 不 变 的 , 所 以 mi 是 a 不 变 的 ， 由 式 (56.1), uke 
不 变 的 , HSK (5.2), do tht o FEN, FAR o|go=o0,0|G1=01, 
Ql Mo=Qo, G1 =Qi. TWAS HEWES (Go, Co Qo), (G1, Cu Qa) 都 
是 Riemann 对 称 Lie 代数 , H. 

(gs, e, Q) = (Go, Fo, WM) O(a1, 01, Qi). 

利用 go 1 KF ¢ H Killing 型 了 互相 正 交 ， 所 以 由 8 为 有 
效 Riemann 对 称 Lie 代数 ,立即 可 以 推出 (go, oo, Qo), (G1, Ci 
QD 部 是 有 效 Riemann AH Lie 代数 .至 此 存在 性 证 完 . 

下 面 证 唯一 性 . 

如 果 (g, 0, 他 另 有 一 个 分 解 

(s, o, Q) = Go, ob, QOL ot, OH), 
其 中 (go, oo, Qo) A Euclid W, (gi, o1, QQ 为 半 单 型 ， 记 的 关于 
cl 的 标准 分 解 为 的 一 总 十 mb， 显然 只 要 证 m 为 g 的 最 大 交换 理 
想 , 参考 存在 性 证 明 便 证 明了 唯一 性 . 

SEAL, 81] =0，[fo, 06] cmo [mó mp] =0。 所 以 m4 为 
HMA, FHER g 的 交换 理想 ma。 于 是 [au g 息 Cafigtl 是 84 的 
交换 理想 . 但 性 半 单 ,所 以 [0o, gi] = 0， 这 证 明了 ac 的 ， 另 一 方 
面 , 由 存在 性 证 明 (1) 的 第 一 段 , 可 证 aCm.。 所 以 acm 由 gb 一 mb. 
这 证 明了 mo 为 g 的 最 大 交换 理想 ， 所 以 证 明了 唯一 性 。 定理 证 
Jü. 

定义 ”连通 对 称 Riemann 空间 ( 民 ，g) 称 为 半 单 型 的 ， 如 果 
(用 ,9) 等 度量 同 构 于 Riemann 对 称 旁 集 空间 (G/E, g), 使 得 G 
为 连通 半 单 Lie 群 . | 

定理 5.2 单 连通 , 连通 对 称 Riemann 空间 (CM, yg) 等 度量 同 
FAT HRA 

(M, DSR, go) x Ms, 91), 
其 中 (R", go) X Euclid 空间 , (Mi, 91) 为 半音 型 对 称 Riemann 空 
间 。 上述 分 解 还 唯一 . 

证 我 们 可 以 将 (M,g) 用 有 效 Riemann xf HK HE FS AT 

G/K, PERR, HAE G 为 单 连 通 Lie 群 , 使 G E/E LE 
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FLA. MEGK, 9), 便 定义 了 一 个 有 效 Riemann 对 称 
Lie 代数 (9, o, Q@)。 由 定理 5.1， 有 直接 和 分 解 
(gc Q) = (go, ao Yo) O(G1, 01, Qo). 
HFG REH, Ho-dOds, t=O, TEMMABRA 
分 解 
G=@)xGi, K=Kox Ki, 
所 以 推出 Riemann 空间 的 直 乘 积分 解 
(G/K, 9) = (Go/ Ko, go) x Ga/K4, 91). 
其 中 《Ga 天 gs) 为 半 单 型 Riemann 对 称 旁 集 空 间 . 余下 要 证 
(Go/Ko, go) 等 度量 同 构 于 Huclid 空间 . 

今 go 关于 co 的 标准 分 解 为 go 一 ti 十 mo 其 中 mo 为 最 大 交换 
理想 ，fe 为 子 代数 . 由 Go 单 连通 , 所 以 Go 有 半 直 乘积 分 解 G= 
KoMo, 其 中 Ko, Mo Z Lie 代数 分 别 为 fo, Mo, 由 Mo 可 交换 , 所 
以 Mo 为 单 连通 交换 子 群 。 因此 ， 记 dim mo 一 nm, 则 作为 Lie F, 
MSR", Ñ Go/Ko E Go RÆ Riemann 度量 go 诱导 了 R" 上 平 
移 不 变 Riemann 度量 ， 即 为 Euclid 度量 ， 仍 用 go 表示 .所 以 
(Go/Ko, fo) SH Bi T Buolid 空间 (R*, go). 

至 此 证 明了 分 解 的 存在 性 . 关于 分 解 的 唯一 性 ， 册 定理 5.1 
的 唯一 性 立即 可 得 . 定理 证 完 . > 


5.2. 半 单 型 对 称 Riemann 空间 


定理 5.8 设 (M, 9) 为 半 单 型 对 称 Riemann 空间 , IM, g) - 
AM, 9) 的 等 度量 变换 群 ， 设 连通 Lio Ha EM LEMA X, 
使 (M, 9) 可 表 为 Riemann 对 称 旁 集 空间 (G/K, g). WG 
(M, 9) 唯 一 决定 ,确切 地 说 , G 必须 等 于 I(M, 9g) 的 单位 分 量 
G’=I(M, g)°. l 
证 由 假设 , (M, 9) 为 半 单 型 对 称 Rieman 空间 , CARA 
Riemann 对 称 旁 集 空间 (G/ 玉 ,9g)， 由 定理 2.1, 对 
G’=I(M, g)’, 
EMA RH Riemann 对 称 旁 集 空间 (G'/K', 9). HAE, ECA’, 


“a 后 与 。 


又 可 取 下 为 G 中 关于 M 的 定点 O 的 迷 向 子 群 , KA 中 关于 
同一 定点 0 的 迷 向 子 群 ， 所 以 KCK’, 于 是 为 了 证 明定 理 , 只 要 
TEG RG 中 有 一 个 半 单 ,那么 另 一 个 必 半 单 ,上 且 G=G. 

记 oo 为 到 中 点 O 的 对 称 . 由 定理 2.1, G' 上 有 对 合 自 同 构 
0 G@> odo, YVaEF. WRA., d 诱导 了 G 的 对 合 自 同 构 
o, 使 得 对 称 旁 集 空间 G/K 由 oo 所 定义 w HGK, g) & 
(Q/K’, of) 分 别 决 定 的 Riemann 对 称 Lie ft HR HG, o, DR 
(9 ,0 ,@). WA acd’, o=o lg, 记 g 及 g’ 分 别 关 于 o 及 oo 的 
标准 分 解 为 8==f 十 m, g'==Y 十 m’, WAECY, macn, 但 是 

dimm’ =dim@’/K’ =dim M=dim@/K =dimm, 

所 以 证 了 明了 mm 一 mr 

记 mo 及 ml 分 别 为 6 Ro’ 的 最 大 交换 理想 .然而 由 定理 5.1 
的 证 明 可 知 

mo~{XEm|[X, g]=0} = {xX Em|[X, m] =O}, 

但 是 =m 所 以 证 明了 m= m. . 

我 们 知道 g 或 9 半 单 当 且 仅 当 me 或 my 等 于 零 . 由 mo 一 mb 
可 知 6 半 单 当 上 且 仅 当 g’ 半 单 ， 即 G 半 单 当 且 仅 当 G' ORM ATF 
证 G=G， 即 证 g=g’.。 今 由 引 理 5.2, Y= [mm m1] = [m, m] = 
t, mg =~ 了 十 m' 一 {+m~g, 至 此 证 明了 定理 . 

定义 EG, o, Q) 为 半 单 型 Riemann 对 称 Lie 代数 ， 且 
8 == 了 十 Mm 为 关于 o 的 标准 分 解 。 如 果 f 的 表示 adm 在 tn 上 不 可 
约 , 则 称 (g, ac，g) 是 不 可 约 的 . 

Ba, c, Q) 为 不 可 约 半 单 型 Riemann 对 称 Lie 代数 ,如果 g 
关于 o 的 标准 分 解 为 8=f 十 mm, 则 存在 正 实 常数 入 使 得 

Q=AB|m, 

事实 上 , Killing WB ig LIEB, et Le, MBE, m) 
—=0, BU Bm LAB. Beem LEK Q 的 标准 正 
交 基 , ERT AE HARAR E, Bl m 对 应 非 异 对 称 方 阵 5, 于 
FET S AMAT E S=diag(a, ++, Ag), n=dimm, $B 
i, WŒ Bim= Bm, 则 Bu(@dm(X)u, v)+-By(u, ady(X)v) =0, 
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又 Q(admn(X)u, v)-+Q(u, adn(X)v) =0, Vu, vem, XEË 所 
DIFEAGCE EF, adm X) 对 应 方 阵 Ay, WA AyS+SA,—0, Ax 
+Ay=0, BA AxS=SAy, VXECEL 4S adm 为 不 可 约 表 示 ,， 由 
Schur 引 理 ,， SASH. 这 证 明了 断言 . 

由 于 对 不 可 约 半音 型 Riemann 对 称 Lie 代数 (s, c, Q), W 
FWA Q=Blm, Hep BA gH Killing 型 . 所 以 我 们 可 以 简 记 
Ag, ©). - 

定理 5.4 设 (9, o, Q) 为 半 单 型 有 效 Riemann 对 称 Lie 代 
数 , 则 

(g, o, Q= Gi, 01) OD (gs, 5), 
其 中 (GoD，5= 二 2, …，8 为 不 可 约 半 单 型 有 效 Riemann 对 称 
Lie 代数 ， 而且 上 述 分 解 不 计 次 序 唯一 . 

证 先 证 分 解 的 存在 性 . 今 g 半 单 ，9g 关于 o 的 标准 分 解 为 
8 二 t+m， 间 前 面 讨论 可 知 在 n 中 存在 关于 QO 之 标准 正 交 基 ， 使 
得 @ 对 应 单位 方 阵 , 记 g 的 Killing 型 为 B, 则 Bm 一 Bm 对 应 对 
角 方 阵 S=diag (Ali e, A), Hpi: 为 单位 方 阵 ， 
Avo >A, HERRA. TEB m S HRT, 


m= ÈD Mau E, m) = Bama, m) =0, 647, LEM, E 


存在 标准 正 交 基 , 使 @ 对 应 单位 方 阵 ，Bm 对 应 和 RAMIE, 即 
有 Bu|m,,=4Q|m,,. 

另 一 方面 ， 由 Bu, Q 都 在 adm (了) 下 不 变 。 所 以 在 上 述 基 下 ， 
adm( 邓 ) 都 是 斜 对 称 方 阵 , 且 和 S 可 交换 , VET. 因此 每 个 m, 
都 是 adm (1) 的 不 变 子 空间 . 

Km, DEKET m, 两 两 正 交 的 不 可 约 不 变 子 空间 直接 
和 .于 是 mn 分 解 为 关于 @ 及 Bm 同时 两 两 正 交 的 不 可 约 不 变 子 
空间 直接 和 

M= Mg++ M,, 

在 每 个 不 变 子 空间 m E, Bu OM RAH. 

先 证 LM, my] 一 0, ij, JKE, m, mici + 
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B({m,, m], f) =—B Cm, Em, t) =Bm;, m) =0, oj, 
但 是 BB 在 ft 上 人 负 定 ,所 以 证 明了 [nw, my] 一 0, ij. FE 
t= [m, m] = [F TD， 之 nm] 一 之 [mi m]. 
Mey Bim, m], [ny, m;])=B(m, [m, [nt mn]) 一 0 i#j, 
所 以 三 = 之 [mi md] 是 关于 B 两 两 正 交 的 子 空间 直接 和 . 记 
g= [m, m] +m, “一 工 2, =, Tr, 
于 是 g 分 解 为 关于 B 两 两 正 交 的 子 空间 直接 和 
9 一 GT 十 "十 9r， 

下 面 证 此 分 解 为 理想 子 代数 的 直接 和 .事实 上 , 只 需 证 @ 为 理想 
ET. $ m 为 gdmf HAVET SH, MUAR, mcm. 因此 
D, alco. 再 由 m, mn] = [ne，nmdcC 及 [rcCm 所 以 
[m, glcm t [mo md 一 8:， 这 证 明了 断言 . 

igola=o, f= fm, mJ, g=—f+m, =1，2,，…, r. AE 
gi RFU 之 对 合 自 同 构 o 的 标准 分 解 即 8:=+m, HH Blo: 
JERE, 所 以 a. 为 半 单 Lie 代数, 又 aduti Hm, ERMA. 所 以 
(gw 900) 为 不 可 约 半 单 型 Riemann 对 称 Lie (LR. 有 效 性 证 明 是 
显然 的 .至 此 证 明了 分 解 存在 性 . 

下 面 证 明 分 解 的 唯一 性 . 

设 (g, 0, @) 男 有 一 个 分 解 式 

(g, e, Q)= Gi, 1) © O(a, os)。 
记 关于 co 的 标准 分 解 为 gu =t tm, Hp f= im, m], W 
A 
=f ett St tet, 
m= 十 … 十 Mr 一 2 十 … 十 im， | 

S admi FEM, 上 不 可 约 ， 由 [94, 8] 一 0, ij, BLL admi; 在 
m ERWA, Em, jAi 上 为 零 表 示 .， 今 edmti Um, --, my 为 
不 变 子 空间 ， 所 以 存在 指标 上 =k( 引 ， 使 (admbi)mx 关 0.。 这 证 明 
T CMe $=1, 2,…, s, MRA), =, kA 1, 2, +, r 
s 个 不 同 指标 . APLAR admi, FRIEWT r=s 及 {m ---, M}, 
{m, e, 1} 是 同一 个 子 空 间 集 合 ， 由 于 


. BB o 


E= [me, m], F = [ms, m], 

所 以 证 明了 g es Or 是 a1, …,， gr 的 一 个 排列 ， 故 唯一 性 得 证 . 
定理 证 完 . 

推论 设 (g, o, 9) 是 Riemann 对 称 Lie 代数 , H a 是 单 Lie 
代数 . Wis, o, 人 有 效 且 不 可 约 、 因 此 对 9 的 Killing 型 B 及 g 
RF o 的 标准 分 解 8 =f 十 m， 则 存在 正常 数 和 使 @= 入 (BIm). 

证 有 效 性 由 9 单 而 显然 , 需要 证 m 为 dnf 的 不 可 约 不 变 
子 空 间 ， EKE, # adn fem EAH, 由 定理 5.4, 9 分 解 为 至 少 
两 个 非 零 理 想 的 直接 和 .但 9 单 ,这 就 导出 矛盾， 推论 证 完 . 

定义 ” 半 单 型 对 称 Riemann 空间 (M, g) 称 为 不 可 约 ， 如 果 
(M, NRA ARM Riemann WHF Hs ie (G/K, g), H(G/K, 9) 
对 应 了 不 可 约 有 效 Riemann 对 称 Lie 代数 (g, o). 

定理 56.5 半 单 型 单 连通 对 称 Riemann 空间 等 度量 同 构 于 
一 些 半 单 型 单 连通 不 可 约 对 称 Riemann 空间 的 直 莱 积 . 

证 ”应 用 定理 5.4, 类似 于 定理 5.3 的 证 明 可 证 之 . 


$6 不 可 约 对 称 Riemann 空间 的 分 类 


由 定理 5.3 及 定理 5.5, 单 连通 半 单 型 对 称 Riemann 空间 在 
等 度量 同 构 下 的 分 类 问题 化 为 单 连通 不 可 约 半 单 型 对 称 Riemann 
空间 在 等 度量 同 构 下 的 分 类 ， 从 而 化 为 半 单 型 有 效 不 可 约 
Riemann 对 称 Lie 代数 在 同 构 下 的 分 类 . . 
定理 6.1 半 单 型 有 效 不 可 约 Riomann 对 称 Lie 代数 (g, o) 
同 构 于 下 面 四 种 类 型 之 一 . 
(OI) g 是 紧 实 单 Lie 代数 , o 为 8 MMAR 
(CID) 9 =91@gi 为 理想 子 代数 直接 和 ,其 中 9a 为 紧 实 单 Lio 
代数 , o EMA OX, 了) 一 (Y, X), VX, YE. 
(ND a 为 非 紧 实 单 Lio 代数 , 使 其 复 化 o 为 复 单 Lie 代数 ， 
Ho Wa fy Cartan 对 合 . 
NTT) s 为 非 紧 实 单 Lie 代数 ， 使 其 复 化 a RAM Lio 代 
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数 ,但 o 为 9 的 Cartan 对 合 . 

又 这 四 种 类 型 都 是 半 单 型 有 效 不 可 约 Riemann 对 称 Lie 代 
数 . 

证 先 证 这 四 种 类 型 者 是 半 单 型 有 效 不 可 约 Riemann 对 称 
空间 ， A, ORBAN GENO. og 关于 c 的 标准 分 解 记 作 
g=f+m, ÆW (CD, (Cl), Q= —By=—B|m Æ m EEE; 
在 类 型 ND, (NID, Q= Bn=Blm 在 m 上 定 正 . 所 以 对 类 型 
(CD, (ND), (NID, a 单 ， 由 定理 5.4 之 推论 , 便 证 明了 断言 . 对 
XW (OID, 问题 化 为 证 明 (g, o) 有效, 且 不 可 约 , 今 

g = 8:041, o(X, Y)=(Y, X), X, Y Eg. 
所 以 f={(X, X)| X Eg}, m={(X, -X)| X Em}. 
BMl=o. Hos, 所 以 8 有 效 . > | 
(adm (X, X), -—Y)=([X, Y], ~ [X, Y]), 

在 线性 同 构 (及, —X)>X F mBW gi, 这 时 adn X, YBF 
为 gt 上 的 附属 表示 adaX, VX Eg. Ho, 所 以 附属 表示 不 
可 约 . 这 证 明了 admi 在 m 上 不 可 约 . 所 以 对 类 型 (QI) ， 也 证 明 
了 断言 . 

下 面 证 明 任 一 有 效 不 可 约 Riemann 对 称 Lic (LHX (a, o) BW 


. 构 于 四 种 类 型 之 一 . 


设 8 是 实 单 Lie 代数 ， 由 定理 5.4 的 推论 , Q@ 一 和 Bm, 其 中 和 
为 非 零 实数 ， 当 %>>0, MH Q RIE, HLL Bm 定 正 , BA Br— Blt 
定 负 ( 引 理 5.1)， 所 以 o 是 Cartan HA (B/S), Heo 为 非 紧 
Sem Lie 代数 ， 由 $ 4 可 知 , 有 效 不 可 约 Riemann 对 称 Lio 代数 
(3, o) WH (ND (NIT), 24 A<O, NHR HIE, 所 以 Bu 定 负 : 
已 知 Bt=B|f 定 负 ,所 以 BES 上 定 负 ， 于 是 8 为 紧 实 单 Lie 代 
数 , 即 (a, o) X (ODW. 

BG, o) 为 半 单 型 有 效 不 可 约 Riemann 对 称 Lie 代数 , 但 g 
不 是 单 Lio 代数 , 而 是 半 单 Lie 代数 ， 则 9 分 解 为 单 理想 直接 和 ， 
使 8 的 对 合 自 同 构 o 诱 导 了 单 理 想 的 一 个 排列 ， 因 此 o 的 不 变 子 
空间 由 两 个 单 理想 吉 接 和 构成 。 由 9 的 有 效 性 及 不 可 约 性 ， 即 g 
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关于 的 标准 分 解 g=f+m 则 了 的 表示 admt 在 身上 不 可 约 . 这 
证 明了 g 是 两 个 单 理 想 的 直接 和 ,这 两 个 单 理 想 在 9 ONS E 
下 互相 同 构 。 所 以 可 以 写作 8 一 g:@9z， 其 中 ga 为 8 的 单 理想 .而 
WAM c 为 : oX, Y)=Y, X), VY, 了) E99191， 于 是 
f={(X, X)| X Eg}, m={(X, -X)| X Ea). R55.18 
ÉJ Killing Æ B {$ B| FR. 但 是 作为 Lie RAH S9. AA 
方面 ,显然 g 的 Killing 型 
BUX, Y), (U, V))=Br(X, D +B, V), 
stp Bi X 91H) Killing 型 ， 所 以 记 Br= Blt, W 
B(X, X), WY, Y))=2Bi(X, Y). 

由 引 理 6.1，Bi 负 定 。 因此 Bi 负 定 ， 这 证 明了 91 为 紧 实 单 Lie 
代数 .所 以 (9, o) 为 (CID 型 的 ， 定理 证 完 . 

由 此 定理 可 知 , (NI) 型 及 (NIT) 型 Riemann 对 称 Lie 代数 在 
同 构 意义 下 一 一 对 应 于 非 紧 实 单 Lie 代数 ， 这 是 因为 非 紧 实 单 
Lie 代数 的 Cartan 对 合 在 共 轿 下 唯一 《定理 4.6). 

id, o, Q) 为 半 单 型 Riemann 对 称 Lie ft. ig 关于 
的 标准 分 解 为 g=f+m。 考虑 6 的 复 化 89°, EBM, 0 有 实 形 
式 

g*==t+4/—1m, oo 

记 P=, m= im, fi g* =P +m" yee, feo 中 定义 
THESARE o”, AH m E adni 不 变 内 积 Q@, 在 m 上 定义 双 
线性 函数 Q*, 


À 


(V Zlu, VZIv) =Q(u, v). 

FEQ Xm 上 的 内 积 , BE adat) FRE. BE", 6°, Q) 
也 是 Riemann 对 称 Lie 代数 , 由 gA, 故 角 为 半 单 型 的 .显然 
(g*, o, Q@*) 有 效 当 且 仅 当 (9, o, QAX Q o, Q") 不 可 约 ， 当 
县 仅 当 (g, e, Q@) 不 可 约 ， 又 (g, o, @) 紧 当 且 仅 当 (9 of, QOF 


定义 Riemann 对 称 Lie 40% a", o*, QO HA Riemann 对 
称 Lie RG, o, Q@) 的 对 偶 . 


定理 6.2 在 半 单 型 有 效 不 可 约 Riemann 对 称 Lie 代数 类 
中 , (OL) 现 与 CND 型 互 为 对 偶 , (C 型 与 (NID) BE. 

证 RG c) 为 (OD) 型 ， 即 g 为 紧 实 Lie 代数 ，o 为 对 合 自 
同 构 . 记 g 关于 的 标准 分 解 为 6=t+m， 由 定理 4.5，g 的 复 化 
g? 为 复 单 Lie (RH. 于 是 a 为 实 单 Lie RH, CAR. 再 9 的 
Killing X B fÆ, 所 以 B= BlE nE, Bn=B|m 也 负 定 。 因 此 
xt 9” Wy Killing W BY, 由 BP*|F=B|f， 它 负 定 ，P*|m*== 一 Bjm 
它 正定 。 因 此 o* 为 0artan 对 合 . 这 证 明了 a, e 为 (NT) 型 . 
同 法 讨论 , 同样 可 证 当 (4, 0) 为 (ND 型 , 则 (9g", o 为 (OD 型 ， 所 
以 在 对 偶 下 , OLD BAND 型 间 有 一 个 一 一 对 应 . 

. 设 (g, 0 为 (OID 型。 即 g==gi@gs, ga 为 紧 实 单 Lie 代数 . 
o( 了 ,了 ) 一 (Y, X), Y(X, Y) €a. Mo WH a =a Oof. 由 
定理 4.5, 因此 of 为 复 单 Lie 代数 , oF 的 实 形式 a 如 下 定义 . $ 
$= 91091 KF o 的 标准 分 解 为 8=f 十 In, t={(X, X)| XE}, 
m= {(X,—X)|XEa}. Fee gt=t+V/-im, B 
g*={(X+/-1Y, X—/-1Y)|X, Yeas}. 
而 o* 定义 为 
eo x+/S-i¥, X—./-1Y) =(X-V=IY, XVID. 
对 g” 作 实 线性 映射 
(X+/-1¥, FR-MV-i1i7) > X+vV-1Y. 
于 是 证 明了 这 是 线性 同 构 : g"s Oe. 在 这 线性 同 构 下 , g* 的 对 
SHAME Ge 中 关于 紧 实 形式 a. WHEW 
X+/-i¥>X-J/-iy, YX, Y €g. 
AHE Ofr 是 实 单 Lie 代数 ， 它 的 复 化 不 是 复 单 Lie 代数 ， 又 关于 
紧 实 形式 n WIA HW Cartan 对 合 。 这 证 明了 (q*, 6) 为 
(CNID 型 的 . 

反之 , 设 (9, o) 为 (NID 型 的 ， 即 g 为 非 紧 实 单 Lie RR, oH 
Oartan 对 合 ,而 9 的 复 化 ge 不 是 复 单 Lie 代数 ， 于 是 存在 复 单子 “ 
代数 1 使 5n~g, 又 5 为 卓 中 关于 某 个 紧 实 形式 gi HIE He. 
id be 中 线性 变换 I, 使 得 X Cor, IX=4/-1ikX Ebr. WA 


` 
6 一 9 十 7G: 
为 空间 直接 和 ， 且 g 关于 ce 的 标准 分 解 记 作 9=f+m， 则 1 = g, 
m=Ig. MAMAC, oa) 出 发 构造 (6"， o. m 
g*=f+/—1m =q.+V— lg, 
g” 中 子 集合 
gee {X—S-TIX|X En}, g-— {47-11 X |X Eg} 
显然 为 g 的 理想 , 又 8 ARM a =g O. BAR 
X~JS-TIX >X, X+/-1IXoX, VXKEu 
下 8+ 及 8- 都 同 构 于 gl， 又 由 
o*(X—JS—-1IX)=X4+~V-1IX, 
所 以 o*(g+) 一 8-. 至 此 证 明了 (a*, o) (CTL) ay, Pre COI) 
型 和 (NIT) 弄 在 上 述 对 应 下 一 一 对 应 .定理 证 完 . 
例 由 Rs 中 单位 球 (S3, 9) 及 Poinoaré K-M (HF, 9) 定 
义 的 Riemann 对 称 Lie 代数 互相 对 偶 ( 见 82 例 2 及 例 3). 
由 Grassmann 流 形 (Go g)) 及 82 例 5 ， 例 6 引进 的 流 
形 Does(K)，Dp<9 都 是 对 称 Riemann 空间 ,除去 愉 = 民 及 2=9= 工 
外 ,它们 定义 的 Riemann 对 称 Lie 代数 互相 对 偶 . 
由 命题 1.3 及 定理 2.1， 我 们 知道 由 一 个 连通 对 称 Riemann 
ZAM, 9) 可 以 定义 一 个 有 效 Riemann WH Lie 代数 (oa, Q). 
由 定理 5.3, (M, 9) 为 半 单 型 时 ， 则 Lie 代数 g HM, 9) HE 
决定 . .但 是 在 一 般 情 形 , M, 9g) 不 唯一 决定 (g, c, Q). 
反之 ,下 面 定理 指出 , 当 (g, 0) 为 非 紧 半 单 型 不 可 约 Riemann 
对 称 Lie 代数 时 , (M, 9) 由 (g, 中) 唯一 决定 ， 同 样 ,在 下 一 章 可 以 
看 到 , 当 (g, o) 由 紧 半 单 型 不 可 约 对 称 Hermite 空间 定义 时 , 则 此 
空间 也 由 (8, o) 唯 一 决定 . 
定理 6.8 设 (9, 0o) 为 非 紧 半 单 型 的 有 效 不 可 约 Riomann 对 
$K Lio 代数 , 则 定义 (g, o) 的 连通 对 称 Riemann S (M, JES 
Eam TFE. BEIM, o° 的 中 心 由 单位 元 素 构 成 ， 又 时 
单 连通 - os 
AE. HR, M, g) 为 连通 对 称 Riemann SA, BARH, 
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且 为 非 紧 半 单 型 。 由 定理 5.3， 它 写成 Riemann 对 称 旁 集 空间 
G/K. W G=I(M, g) REM, 9). 

今 (g, OHM, 9) 定 义 ， 所 以 8 为 的 Lie 代 数 . 由 于 o 为 
Carian 对 合 , 9 关于 o 的 标准 分 解 8=f+m， 则 了 为 g 的 特征 子 
代数 ， 它 紧 ， 记 以 G=ICM,g9)' 中 对 应 了 的 Lie FR K WEF 
群 . 

记 G 的 附属 群 44(G) =G、 由 g 半 单 ,所 以 G 的 附属 表示 定 
义 了 GQ 到 上 的 同 态 xw, 其 核 为 GQ 的 中 心 , 它 必 为 离散 子 群 , H 
TA Lie@=g， 在 这 意义 下 他 中 对 应 主 的 子 群 ， 记 作 玉 ,由 定理 
4.6, 下 为 @ 的 最 大 紧 子 群 , 且 G/ 食 单 连通 ， 另 一 方面 , «(K)H 
G 中 紧 子 群 , 它 和 R 有 相同 的 Lie 代数 ,所 以 上 ( 忆 )= 恨 ， 从 而 由 
a, G>GRST G/KaAG/K EMBs’, EELA aK > 
aw(GK)=a@) k. Pao HARA 的 中 心 离散 子 群 ， 所 以 w 为 
覆盖 上 映射， 使 标准 纤维 为 (R). a ĝo A, RL 
Q/K WARM, Ho KKA ÎR LWRDAR FE 
mU(K)=K, ila, G>GWREK H. HOM LENA 
效 , 所 以 E 中 无 G RAPE NIEMER. QENT a, CoG HR 
由 单位 元 素 组 成 , 即 为 同 构 ， 这 证 明了 G= M, 9)? 的 中 心 由 
单位 元 素 组 成 ， 且 M=C/K 单 连通 , LM, )MG/K, NSE 
量 同 构 ， 其 中 9 为 @G/ 信 上 @ 不 变 Riemann 度量 , 它 由 9 的 
Killing 型 在 m 上 的 限制 来 定义 ， 其 中 6 关于 的 标准 分 解 为 
gf 十 Mm。 定理 证 完 . 

. 下 面 我 们 小 结 一 下 关于 不 可 约 对 称 Riemann 空间 的 分 类 结 
R. | 

由 定理 6.1 和 定理 6.8, 非 紧 半 单 型 不 可 约 对 称 Riomann 空 
冶金 是 单 连通 的 ， 且 一 一 对 应 于 实 单 Lie 代数 ， 它们 按照 这 个 实 
单 Lie 代数 的 复 化 是 复 单 Lie 代数 或 不 是 复 单 Lio 代数 这 两 种 情 
形 ,而 分 成 两 大 类 (ND WE (NID BW, 

由 定理 6.2, 半音 型 紧 单 连通 对 称 Riemann 空间 在 对 偶 下 一 
一 对 应 于 半 单 型 非 紧 对 称 Riemann 空间 ， 相应 于 AD BH 
+ 64 。 


HIV (Cl) A Riemann HHFRSM IRR 


M=G/K 


维 数 


SU (n) /SO(n), n>2 (n~1) (n+2)/2 | n—1 
SU (2n) /Sp(n), n>1 (n—1) (2n+1) | n—1 
SU (p+q) /8S(U (p) xU(q)), p20>1 7 2pq q 
SO(p+q)/S0(p) x S00), P74 pa q 
SO (n+1) /SO(n), n>2 n 1 
SO(2m)/U (m), m>4 m(m—1) | Em2] 
Sp (n) /U (n), n>3 n(nt-1) j n 
Bp(P+9)/8p(p) X Sp(q), p24q>1 40g q 
Be/Sy (4) 43 6 
Es/SU (2) SU (6) 40 4 
E6s/ Spin (10) SO (2) 32 2 
Ee/ Fs 26 | 2 
Ey/SU (8) 70 7 
E-/8O (12) SU (2) 64 4 
Er/ EeSO (2) 54 3 
Es/SO (16) 128 8 
Ee/ErSU (2) ` 112 4 
F 4/8, (8) SU (2) 28 4 
F4/Spin®) 16 1 
Go/8U (2) x SU (2) 8 2 


(OL) 型 ,相应 于 (NID 型 者 为 (OID 型 . 

RCM, 9) (OD AN, N M BRM Lie # G 的 Riemann 
Wh PRIS HE N G/K, 使 yg 为 G/K 上 G 不 变 Riemann 度量 .如 
RM, 9) BCID AN, WM BRS Lie F, g E @G 的 双边 不 变 
度量 . 

下 面 给 出 (CT) 型 对 称 Riemann 空间 的 分 类 表 , 用 对 偶 就 可 给 
出 《ND 型 对 称 Riemann 空间 , 而 (OLD 型 对 称 Riemann 空间 的 
分 类 表 即 紧 实 单 Lio 群 的 分 类 表 . ERREAK. 

TAIX TY 中 的 一 些 符号 作 解 释 . 在 AII 中 ， 

SUCp) xU) =8U p+ N Up xU@)). 
EE, K=S,(4) 可 以 用 它 关 于 二 阶 中 心 子 群 的 商 群 所 代替 . 
Æ EIL, EII, EVI, EVI, EIX 及 FI 中 , K 不 是 喜 滋 积 ， 而 是 
半 直 乘积 ， 在 BV 中 SU(8) 可 以 用 它 关 于 二 阶 中 心 子 群 的 商 群 
MRE. Æ EI, 了 VII 中 分 别 出 现 的 群 He, By 是 紧 单 Lio 群 的 
MURA. FERRI, Bo, Er (也 包括 Bs, Fa 及 Gs) 都 是 单 连通 
Lie 群 . 

AIII 给 出 的 对 称 Riemann 空间 是 复 Grassmann 流 形 ，BDI 
给 出 的 是 实 Grassmann 流 形 ，BDIIT 给 出 的 是 球 ，QII 给 出 的 是 
四 元 素 Grassmann 流 形 , FIL 给 出 的 是 Cayley—Dickson 射影 平 
面 . 
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”有关 这 一 节 的 详尽 的 叙述 请 参考 Matsashima[16] 或 
Kobayashi-Nomizu[13], Vol. I. 


1.1. 复 流 形 


复 Euclid 空间 C* 中 点 今后 用 ?= 上 2 mR, Hes! 
为 z 点 的 第 个 分 量 或 坐标 ,x'EC, i=l, 2, n 

定义 C* 中 开 集 O 上 复 值 函数 如 果 连 续 , 且 在 上 点 点 仿 
导数 Ol, …， SF 都 存在 , 则 了 称 为 0 上 全 纯 函 数 ， 


它 有 如 下 的 等 价 定义 ; 

D CPF O 上 复 值 连续 函数 全 纯 当 且 仅 当 对 O 中 每 点 
a=' (at, +, 0), 存在 O 中 点 5 的 邻 域 ,在 此 邻 域 中 了 可 展 成 收敛 
RB 


F, A= Sora, at hero), 


其 中 了 了 在 O LAEREM E 


° _ 1 Gettin 
kiskn kı ! ka l- Ken ! oz. “ Ogkn zza ° 


2) CURI O EIERN S 0 ENNEA 
v —1y', a, y ER, i=1, 2, 0, N, W FER, yt, oo, a, y^ 
的 函数 , 它 一 阶 可 微 , 且 适合 Cauchy-Riemann 方程 


aD Sg a Sam a LR n 
全 纯 函 数 最 基本 的 性质 为 


最 大 横 原 理 ” 设 ,/ 为 上 "中 开 集 0 上 全 纯 函 数 ， 若 在 O 中 在 
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Ze a, WE max |f) | = If (0) 1, 则 /为 常数 函数 ， 
定义 BOAC HH, BAH eo, OPC 称 为 全 纯 的 ， 
WRA R prop, i=l, 2, =, n BE HHL. 
HM ve Ct 中 开 集 01:, Os 间 有 同 胚 映射 p: 0 一 Oa， 使 得 
PO AEST. Wp PRA O1 到 Os 上 的 全 纯 同 构 映 射 , 或 
简称 为 同 构 映 射 . 而 01 与 Oa KASAM, RH MAA. 
` 现在 引进 复 流 形 的 概念 ， 
定义 WZ Hausdor 儿 后 扑 空间 月 上 如 果 有 一 个 开 禾 盖 
{0 一, 和合 对 每 个 U0, 存在 一 个 同 胚 映 射 p; UO, 其 中 兄 F A 
FR. 于 是 利用 pu 可 在 UU 中 任 一 点 p, BBI plp) = e. 
2"), RU p, WAAR, U PRABER, (U, z 
RR. PH AMBAMEA I=(U,, wo) |UL.EW. 
我 们 说 在 M ph S 引进 了 复 结构 , 如 果 当 UNUL +A, Me 
FE propa: PUNU D >an 0, NU DAEAR. 这 时 M 
称 为 n 维 复 流 形 ,或 简称 为 复 流 形 . 
例 1 i MC", Rat hC, i4)} 引进 ,其 中 设 为 C* 上 
EFRI. W Cr 为 复 流 形 。 , 
W2 He M H Riemann PR S= {s= (et, w’, 2°) € R°] (a)? 
十 Cw) 十 23)? 二 二， 其 中 取 点 p= (0 0, 1), g= 0, 0, 一 .在 
S 中 取 开 和 集 =5 一 人 D}, Us=S 一 {0}， BLU, pom; 


_ att/—Tat a Nle. 
DT AG) <a 


于 是 mo)pa(2) =1 3 sEV NU R. HS pe UT RAR 
B. PEM Riomann ARE R? MAE H (Ue g), i=1, 
2} 在 其 中 引进 了 复 结构 ， 使 S 为 一 维 复 流 形 . .、， 

例 8 在 n+i 维 复 Euclid Z x fal Cm? h E Be — Kata, 


a, e, a") 60, 过 此 点 及 原点 的 复 真 线 {2 ECrti|z= ia, se Chi 
fetel. 所 有 CH 中 这 种 复 直 线 构 成 集合 PO, FA ot 
{0} 到 PS) 上 的 映射 ` 

ot > - m, .Or> [a]. A enai, 
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在 PC) 中 引进 拓扑 ， 使 x 为 连续 开 上 映射 ， 则 2P"(E) 为 仿 紧 
Hausdorff 拓扑 空间 ， 由 第 二 章 , 8 3, 例 5 可 知 这 时 P"(C) 为 0™ 
流 形 . 

在 C*+1 一 {0} 中 取 子 集合 1EC?t 2 一 (2%, ++, 2), 2* #0}, 
其 中 和 AEE, OKAS, BREAC HR. BEET 
下 之 像 为 U;, 即 得 P*(5) 中 开 集 

U; = { [2] [z*0}, 
fF Te BR Pas Ui 一 5", 它 定义 为 
pi (L2]) =p, + 2)]) 
g? git gati n 
于 是 由 {(D p), A50, 1, +, nh EE PO 中 引进 了 复 结构 ， 
使 PO Hn BS RIE, A 2 维 复 射 影 空间 . 

EM B 民 由 标 架 系 U, o 引进 了 复 结构 , MAR 
WIE. MM 中 开 集 0, OO 上 复 值 函 数 称 为 全 纯 的 ,如 果 当 U; 几 
Oz0, 则 fog7' FE C pF p, (Ua NO) EKAA R Ae. 

定理 1.1 设 用 为 紧 连 遂 复 流 形 , 则 以上 全 纯 函 数 了 必 为 
常数 ， 

证 记 c=maxlf (2)|. 由 于 好 紧 ， 所 以 存在 zoEM， 使 


|f (wo) |=c, 出 通常 全 纯 函数 最 大 模 原 理 , 存在 co 的 邻 域 U0, 使 
在 口上 f(w) 一 f(zo). 今 村 中 子 集 @EMIS@ =f ao) 显然 
AM PAR ASU, 故 非 空 ， 由 通常 全 纯 函数 最 大 模 原理 可 证 
ERAJ M pF, EMER, EHT M- {EM|f(%) 一 
7(xo} ,定理 证 完 ， 

定义 设 性 为 由 标 架 集 U, p) 定义 的 复 流 形 ， 六 为 由 
标 架 集 {(V, W 定义 的 复 流 形 。 记 ?为 到 到 六 内 的 连续 映 
射 ， 任 取 M 中 局 部 坐标 邻 域 刀 , 中 点 如， IHES E N 中 点 pm) 
的 局 部 坐标 邻 域 ,如果 由 ogopx* 是 p UN PE gm) WAR 
A FORKEAR, Wp 称 为 型 到 W 内 的 全 纯 映射 . 

定义 RARE MARE N 上 的 同 胚 足 射 思 使 2 9 一 都 
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是 全 纯 映 射 , 则 9 称 为 MAN 上 的 全 纯 同 构想 射 , 或 简称 为 同 构 
映射 ， 这 时 MA 称 为 全 纯 同 构 ,或 简称 为 同 构 ， 

复 流 形 的 根本 问题 是 在 同 构 下 的 分 类 问题 . 

例 工 维 复 射影 空间 P(C) Al Riemann 球 S 间 有 一 个 自然 
的 全 纯 同 构 映 射 ,所 以 它们 同 构 ， 

下 面 引 进 向 量 场 ， 为 此 给 出 复 流 形 M 是 如 何 看 作 实 流 形 . 首 
先 ,显然 C" 一 R”. nee M 由 标 架 集 {(D,, p) 引进 复 
结构 . By, WU, 到 Cr( 一 R”") 内 的 同 胚 映射 ,所 以 pa 也 是 Un 
H R” 内 的 同 胚 映射 . 在 这 个 意义 下 , 标 架 集 {(D;, gw)} 使 M 对 原 
来 的 拓扑 成 为 2n 维 实 解析 流 形 ， 用 Mn KER. 

MUM 和 Me DBA 维 复 流 形 及 2n 维 实 解 析 流 形 ， 但 是 
作为 点 集 , 它们 是 同一 个 。 这 两 种 流 形 的 局 部 坐标 邻 域 也 是 相同 
的 , 由 此 可 见 ,mn 维 复 流 形 是 2n 维 实 解析 流 形 . 

现在 引进 复 向 量 场 ， 任 取 eE M= Mr， 则 了 ,CMR) 为 点 zw 在 
Mr 上 的 切 空 间 ， 它 的 复 化 

TMg) = {u+ VL oju, vET Mr)}. 


RA TMa" 为 多 维 复线 性 空间 ， 其 中 元 素 称 为 复 切 向 量 ， 对 
Mr EO HARRY, Z. WX=Y+/-12Z 称 为 复 流 形 MEY 
C”( 复 ) 向 量 场 . 
PHBH SAW BRIER, 在 复 流 形 M PER RR 
(U, p). UPR © BA =", e, 2). iB 
d=a't+/—ly', æ, ER, 


于 是 点 2 的 切 空间 TMr) AE | 
2, 2 8 2 
Ow? ? Oa"? dy’? * By’ 
因此 Ts(Mr)* FEE 
ô 8 ð ə 


J? > oe? en? Bar aan’ 
其 中 
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(1.2) -8 -了 (2 - 二 9) 


Oz Ox! oy 
a 1/f_@ -7 2 , 
sa platy ig), i=], 2, cory nh, 
于 是 在 U 上 , 复 向 量 场 形 如 
Saiz, D+ Doe, as 


az"? 
其 中 alz, 2), bl, z) 为 g(U) 上 复 值 0” 函数 , 
EL HWE 的 子 集 六 称 为 复 子 流 形 ,如 果 人 入 为 复 流 形 ， 
使 Was 为 We 的 实 子 流 形 , HEGRA i: NM ALAR, 


1.2. 复 结构 


一 个 自然 的 问题 是 ， 什 么 样 的 2n OW 流 形 , 能 成 为 % ER 
WE. 为 了 考虑 这 个 问题 ,我 们 先 从 复 流 形 击发, l 

Rm An#SRB. 任 取 一 个 标 架 (DU, p). HU PR ae, id 
wv 点 坐标 为 ple) =t, 23, oe, 2), Wst 1, at, y'E 
R, So 点 在 Me LUST. te) PAR 
ad (Ga) (ae) (ee (Gr), 
定义 线性 同 构 
a4) L(G) ar) (Br) ar). 

4 一 工 2, >, n 

于 是 在 避 LYRE MI, 使 (1o)s 一 I:， 再 车 两 个 标 架 OU, p), 
V, 4), @UNVEAd. 任 取 wxEUNTV. 于 是 在 0U 上 定义 了 Iv, 
在 上 定义 了 Ty， 下面 证 明 (Iv)s= (1y)。. 

事实 上 ,点 % 在 (DU, 9) 之 坐标 为 9(%) = e, ++, 29), EUW) 
ZMH be) =t lut, e, w), wut V1 ul, ER, 
则 由 Cauchy-Riemann A, Æ UNV LA 
AA, 


HEE Uo) (2), 一 (17):( 训 ),. 这 证 明了 在 UN 上 Jo~ 
Iy, MMEM EEATT DOK I, ERFARE U a), 
(Dn=Te. CH P= 
定义 Eat Ma LEUNG DAERA T AEM EM, 
(Ds 一 Js 者 称 为 复 流 形 M 的 复 结构 . 
下 面 给 出 复 流 形 对 上 复 结构 的 定义 性 质 . 
命题 1.1 BRE 了 LK 中 开 集 O 上 复 值 C0” 函数 了 全 纯 当 且 仅 
JER 
(1.5) df(Iu)=/—-1df(@), WueT,(M), «EO, 
其 中 df, TaM) < FE f HRM. . 
证 ief=fitV—-Tfe, HOR Si, fa WO” BAM. Hd f 
的 定义 ,有 7 
df (u) =u(f) =U fa) +V—Lu(fa), 
df Tu) = (Lu) CF) = Tu) (fr) + -1 Tu) (fa). 
BFA (1.5) mee 4 AY 
ulf = Qu) (fa), wf) -y Gy. 
HEA cpp BU, UNO ET. Me) 有 基 
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了 是 由 L(a) a (ap) a 
有 Of: af af _ of 
Oz oy’ Ox ay * 

此 即 Cauohy-Riemann 方程 ， 所 以 了 在 O Sa. BES. 

命题 1.2 eM, NIEWE, p: Ms 一 Ng 是 CO" 实 映射 出 
9 为 放 到 VW 内 的 全 纯 映 射 当 且 仅 当 

dg° Txy= Ty°dg 

ÆT: ERX, Yre 用 ,其 中 dg 为 8 的 微分 , X Iu, In St Hic 
复 流 形 M, N 的 复 结构 . 

证 明 类 似 于 命题 1.1.， 读者 试 自 证 之 . 

将 这 命题 应 用 于 MAN, p 为 恒 等 瑞 射 的 情形 , eM ARS 
构 Is, Ia EERE p AEk, N a= Ia 这 证 明了 Ha 上 的 
复 结构 在 恒 等 映射 全 纯 的 条 件 下 由 了 唯一 决定 .所 以 复 流 形 用 又 
可 表 为 (Ma, I). 

注意 有 例子 可 以 说 明 , 在 同一 个 实 Cr TIE Me 中 可 以 引进 不 
同 的 标 架 集 , 使 构成 两 个 复 流 形 , 它们 的 复 结构 不 一 样 , 即 在 同 构 
下 不 等 价 . 

定义 ”2n 维 实 C0” ME Me EEA G, DL EREI, 使 任 取 
cE Me, Ie Mee AS Tee) EA Ce RERS, A 
I= —id, 则 工 称 为 殖 复 结构 ,而 (Ma， 刀 称 为 殖 复 流 形 . 

这 里 C” 线性 同 构 的 意思 为 ， 对 Me fH te U, 9g), %€UD, 


TMo 中 有 基 (2) , i= 1, 2, = 2n, 


DA _4, oa... pan a . a. 
Lh ) = Bex py F ) oa ,, =1, 2, +, 2n, 


其 中 当 ow GU, 则 alat, 人 a") Fi pU) E C” 函数 ， 
显然 , 复 流 形 M 的 复 结构 I, ERWE Ma 的 殖 复 结构 . 
”定义 Mr DERAPE. aA IRATRA, 
如 果 存 在 复 流 形 M, 使 得 M= (Me, I), 
已 知 有 不 可 积 的 殖 复 流 形 存在 ， 例 如 ，6 BRS. 记 Gs 为 
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Cayley-Dickson 代数 上 的 自 同 构 群 构成 的 Lie ¥, K 为 团子 群 ， 
同 构 于 品 (8)， 可 证 So 的 旁 集 空间 表达 形式 为 Gs/K. TE Gs/K 
LARRAN, ERA, 

E 1.2(Newlander-Nirenkerg)* (Mz, lI) ARBRE. 
则 了 可 积 当 且 仅 当 入 (XY, 了 ) =0, VX, YEX(Me). XEN Æ 
MA 
(1.6) N(X, Y)=I[X, Y]- UX, Y]-[X, IY] 

—I[IX, IY], VX, YEX(Mr), 
称 为 Nuijenhuis 张 量 . 

证 由 (1.4), 充分 性 显然 ， 必 要 性 证 明 请 看 原文 ; 在 
Matsushima[1] 的 书 中 , 当 Mr 及 了 工 都 是 解析 的 情形 , 有 一 个 相当 
简单 的 证 明 ， 

回 到 列 复 流 形 (We I). ER cM, MACH HS fA 
Te(Me), ARHAW I, tE I= id, TEET. (MoH Bt 
To(Ma)" ERER ARM. th = -id, 所 以 对 Ts(MR) 
中 的 基 ，Is 对 应 方 阵 仍 记 为 I。 则 相似 于 对 角形 ， 对 角 元 素 为 
士 V 一 1， 但 14 为 实 方 阵 ， 所 以 恰好 %w 个 Vln 个 ~~M-I. 
相应 作 根 子 空间 分 解 

TA Ma) = TM + IT MA), VeEM, 
其 中 Tg Mr)* = {uE TMa) |I) = + MV lu}. 

定义 TMe) 中 元 素 称 为 (1, 0) 型 切 向 量 , TMo 中 元 
素 称 为 (0 DBE. 

Mr 上 复 向 量 场 X 称 为 (1，0) 型 的 ((0, 1) WAN), 如 果 对 每 点 
cE M, XHG, 0) 型 的 (C0, 1) 型 的 ) 切 向 量 . 

例 RM ASR, M PERERA, p), W 

a a 
O02” oz? 


AU 上 复 向 量 场 ， 前 者 为 (1, 0) 型 的 ,后 者 为 (0 DRR. 由 式 


i=l, 2, -ùn 


* A. Newlander and L. Nirenberg, Complex analytic Coordinates in almost 
complex manifolds, Ann. of Math. 65 (1957), 391~404. 
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(1.2), 它们 全 体 对 U 中 每 点 ,构成 该 点 复 切 空间 中 的 一 组 基 ， 
1.3. Hermite 度量 和 Kaehler 度量 


ZL BEM, DHARE. Meh Riemann 流 形 ， 有 了 Riemann 

度量 g， 如 果 g 适合 

Ge Tu, Iv) =ge(u, v), Vu, vET (Me) 
对 一 切 zE RY, FE 2n HE RK EEZ fe TMa 中 用 了 引进 
Tu=JS—1u, YuET,(Mr)， 于 是 T(Ma) 为 复线 性 空间 ， 记 作 
T.e(Mp)*. HE 

helu, v) =g2(u, V —N 1 g:(Izu, v), u, ET (Ma), 

则 易 证 helu, 0) H Te(Me)® EEE Hermite 型 ,其 实 部 即 gs， 这 
时 A: woh, 称 为 复 流 形 (M, DEM Hermite EE, mM, 加 称 
为 Hermite 流 形 . 

可 以 证 明 ， 任 一 复 流 形 (M, D ELFE Hermite 度量 ， 事 
实 上 ,由 于 熟知 实 0” WE We 中 必 存 在 Riemann ER, WHE g, 
取 

Jalu, v) = (gro, 切 十 (ga)sCTa Inv), Vu, v ET Me), 
WH we UHM 成 立 ， 则 ww->9s 仍 为 了 Ln 的 Riemann 度量 , 它 适合 
ga Tu, Inv) 一 ge 2)。 所 以 可 造 出 M E Hermite FE A, 

定义 WM, 有 为 Hermite wE. w 

Q,(u, v) =Reh,(Iu, v), Vu, ET MR) 
WoW ceM RA. HF Ou, v) =v, u), BU oA, 是 
M 上 二 次 外 微分 式 , 称 为 (4 , 9) 的 Kaehler ÉR. 

如 果 dQ =0, M Hermite BFE h HH Kachlor 度量 ,这 时 (MM， 
Ah) #KH Kaehler 流 形 . 

注意 ,存在 复 流 形 , 它 的 任 一 Hermite 度 量 都 不 是 Kaehler 度 
量 . 、 
例 M=", TCh a (Cr. C LEHI, WER 
TCR S= (Cr 下 ， 对 应 Ch 中 向 量 乘 以 MVM 二 1 (Coe 中 取 
标准 的 复 Euclid 度量 g, W galu, v) =Reuv, 于 是 he(u, 9) 一 ?wv， 

© 75> 


Vu, vE T: (CR). Alt 
9-2 $id N dy’, ait /—ly=2!, a y'ER, 
f=1 


所 以 dQ=0, BC", 及) 为 Kachler RIB, 称 为 复 Euclid 度量 空 
Ja), 
$15 Poincaré 上 半 平 面 H?={:CClImz>0}. 于 是 HE 
C 的 开 子 流 形 , 从 而 2° 也 是 复 流 形 . 于 是 Te (Ae) 二 Re Riemann 
度量 定义 为 
gout, 内 一 -2 Vu, we TCH), 


ma, D), Tl, D= (m E), VE, META), F 
EQ, = ,2 一 vw 十 NM 一 1yE H?, æ, ER， 所 以 dQ=0， 


即 由 9 给 出 了 石 " 上 Kaehler BM. 这 时 这 个 玉 aehler 度量 称 
为 Poincare FB. ` 
H6 由 例 3, 给 出 Cr 一 {0} 到 了 P"(C) 上 的 自然 映射 oo, F 
是 容易 在 P"(C) 中 引进 Kaehler 度量 ,使 Kaehler 形式 2,4 
"0 — 4f—1 ix a log|z|? dz! Adz', 
aio = Oz!zi 
这 个 度量 称 为 P"(C) 上 Fubini-Study 度量 . 

定义 WM, 有 为 Hermite ME, ACM, hH M LRA 

的 全 纯 等 度量 变换 群 , 则 4(W, 有 ) 称 为 (CM, DH BRR. 
”定理 1.8 Hermite 流 形 (M, A) Ki AER AM, h) 是 一 
个 有 限 维 实 Lie 群 . : 

证 ACM, 4) Riemann HB (Mn, 幼 的 等 度量 变换 群 
IMr, 9) 的 子 群 ， 可 以 证 明 它 是 闭 子 群 ， 由 Oartan 定理 , 今 
IM, 9) 75 Lie 群 , 所 以 ACM, 及 也 是 Lie 群 ， 证 完 . 

定理 1.4(H., Cartan) © 中 有 界 域 D 上 所 有 全 纯 自 同 构 构 
成 的 群 五 (D) 是 一 个 有 限 维 实 Lie BF, 

证 显然 CG" 中 有 界 域 是 开 于 复 流 形 。 BAEC 的 有 界 域 中 
可 以 引进 Bergman K K (z, z), 使 
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h= Se COTIA 
为 Kaehler 度量 ， 称 为 Bergman 度量 . QERRE DANAA 
纯 自 同 构 下 不 变 ， MAR AD, h) = AD), 让 定理 1.3, 所 以 
证 明了 这 个 定理 . 


$2 齐 性 复 流 形 


定义 KRG 又 是 复 流 形 , 使 得 群 运算 (z, 四 一 m9 及 ow 
分 别 是 GxG->G R GSG Haim ay, Ml G 称 为 复 Lie a, 

KG A nA Lio, 显然 , 这 时 Ge 为 Qn 维 实 Lie HE. X 
由 群 运算 为 全 纯 映 射 ,由 命题 1.1， 有 (dy) (att) Tee (dy) &), 
(QR) (Tsu) = In (ARa) (ww) ,其 中 Le, Ra 分 别 为 关于 “的 左 平 移 及 
右 平 移 ,而 aEG, ueT (Ge), wx€EG， 这 证 明了 复 结 构 工 是 本 ; A 
双 不 变 张 量 场 ， 因此 它 诱导 了 Ge 的 Lie 代数 ga 上 的 线性 变换 
二 使 得 P= 一 id。， 这 线性 变换 还 有 性 质 

引 理 2.1 I[X, Y] =[IX, Y]=[X, IY], VX, Y Eom; 

证 {EW X, Y Car. 由 于 了 为 左 不 变 癌 量 场 ， 所 以 

Ad(a)¥ =dRyY, 
R. H GWER HN, Hi ii., Pre Ad(a) IY = LOY, 
VaeG, Rea~expiX, VIER, 由 于 Ad(exptX) =expt ad X, fi 
LIA (oxptadX)IY =I (oxptadX)Y. XHM 
(AXIY =I (a2 XY, W LX, IV]=ILX, Y]. 
而 UX, Y]=-[Y, IX]=—I[Y, X]= ILX, Yh. 
HRE. 

在 gr HE MIX =J/-1, VX Con 这 里 为 复 结构 由 
3138 1.1, ga 成 为 复 Lio 代数 8。 我 们 称 8 为 复 Lie EEG ay ‘Lio 
i: S 

Hil H GLC, C) M,C) =e” rare, 可 证 ore 
OEH Liem. 


ss FT oe 


例 2 EC Leh C pART TOA RD) Di AY R 
C'T 都 是 交换 复 Lie 群 。 4 T 是 最 大 秩 的 格 时 , C/T 是 紧 的 ， 
称 为 复 环 面 . 

引 理 8.8 连通 交换 复 Lie 群 同 构 于 CYT. 

证 今 G 为 连通 交换 复 Lie 群 , 所 以 G 是 连通 交换 Lie 群 . 
于 是 exp: gr>Ga 是 到 上 的 同 态 , 同 态 核 为 离散 子 群 全， 下 面 证 
exp: 9>G 是 全 纯 映射 ， 由 命题 1.2, 记 8 一 C* 的 复 结构 为 I G 
的 复 结构 为 Ia, 问题 化 为 证 (dexp)z (11) x= 《Is)exvx (dexp)x. X 
先 , MX=0. HF To(se), TolG@) 都 可 以 看 作 是 ga。 在 这 意义 
下 dexpo HESR. HC), Us). WATE Ore 上 同一 个 线性 
BUN. BELL (dexp)o(I1)o— (Ta)e(gexzp)o， 由 于 六 为 G 上 双 不 变 
张 量 场 ,g=C* 作为 维 复 交 换 Lio BE, 1, 为 C* 上 双 不 变 张 量 场 ， 
所 以 证 明了 (dexp)I,—I(doxp), 这 证 明了 exp X 4 Ai ER. 
出 Lic 群 同 态 基本 定理 可 知 GECw 太 ， 引 理 证 完 . 

定理 2.1 连通 紧 复 Lie 群 G 是 一 个 复 环 面 . 

证 记 G@G 的 复 Lie 代 数 为 g， HGR, Kes 上 存在 
Hermite 内 积 ,使 及 在 9 FRÆ. BD 

RCX, YJ), 2) +h(Y, LX, 2]) =0, VX, Y, Za. 
BhV-1XEo. MU V-1X RX, EA 
JIM LX, Y], Z) -V-1A(Y, LX, Z])=0, 
这 证 明了 AX, F], Z)=0, VZEq, FÆ [X, Y]=0, VX, 
YEs., WONG 为 交换 群 。 由 引 理 2.2 及 G 的 紧 性 , 便 证 明了 定 
m. 

EM 设 G 为 复 Lie H, H 为 复 子 流 形 , 使 得 Hre 为 Gn 的 实 
Lie 子 群 , 则 互 是 一 个 复 Lie 群 , HHA Lic 群 8 的 复 Lie FE 

可 以 证 明 , 如 果 G HH Lie, HACMMAFH, 则 旁 集 
空间 G/H 中 可 以 引进 复 结构 ,使 O/H 为 复 流 形 , 且 自 然 映 射 a 
GOG/H 为 全 纯 映 射 又 GQ 在 G/H 上 作用 所 定义 的 帕 冉 
GxG/HG/H wee Soha. 

定义 设 是 复 流 形 ,具有 复 结构 1 Ma 上 向 量 场 X RA 
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ARAN, 如果 
[X, I¥YJ=I[X, Y], VYExXCM,). 
512.3 BRE M PERRO, p), HO 中 点 坐标 为 
C, e, 2"). W CMe) Pee ENER 


X= pa DA a 


HP fi, t=, 2, +, ,为 GD 上 加 EA Si fe RO LSE 
这 时 X ARAM HMA LYS, i=l, 2, +, n HoU) 
上 全 纯 函 数 . 
一 证 FX AKC HEY, 自然 户 为 Cr 函数 ， 今 对 任 一 C 
HAY, CEU, 由 之 局 部 坐标 表达 式 为 


Y- $a rt Das. 
WY pa SK 1.2) Be 1.4), A 
0 
1 (#7)-~v -1 I Br We g)7- NI 7 
又 Oauchy-Riemann 方程 
ORef 9Imf ðlmf __ ORef 


Bah ay ah By PB on 
可 以 改写 为 
£ =o, i=], 2, «+, n, 
今 由 直接 计算 可 知 


ILX, Y]-[X, IY] 
| VAT Ee ht 22-13, Le e, 

BX 44 B14 TCX, Y]-(X, IY] =0, YY CX(Ma). 这 证 

明了 当 且 公 当 =o, 1<i, k<n, 即 广 适 合 Cauchy-Riewiann 
方程 ， 即 fa wee, fa 在 pU) 上 全 纯 . 引 理 证 完 . l 

设 MAKAME, NM LRA RA BBA RS Lie 代数 . 另 

一 方面 , 易 证 对 保 角 向 量 场 XxX, TX DERAN EY. PUA IX 
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定义 、/- 工 并 ， 则 这 个 保 角 向 量 场 构成 的 实 Lie 代数 变 成 复 Lie 
代数 , 记 作 d. 

RM 为 复 流 形 , 妃 GO) 记 开 上 所 有 全 纯 自 同 构 构 成 的 群 .一 
ALM, TM) ee A Lie 群 结构 ， 例 如, 当 W=C m, HCE 
MRA HE. (HEM 是 紧 复 流 形 时 ,有 下 面 定理 ， 

EH 2.2(Bechner-Montgomery) 设 民 是 一 个 紧 复 流 形 ， 
WM 上 的 全 纯 自 同 构 全 体 构 成 的 群 吾 (下 ) 有 一 个 复 Lie 群 结构 ， 
使 得 如 (MH) 在 对 上 的 作用 所 定义 的 映射 五 (MM) XMM iE 
EMRIT. XHM) WE Lie 代数 9 自然 地 同 构 于 I. 

证 明 请 见 Kobayashi-Nomizu [13] 4% 3 章 , 定理 1.1. 

定义 nn 维 复 流 形 妈 称 为 复 可 平行 的 , 如 果 存 在 保 角 向 量 场 
Xa, Xa, 使 得 对 每 点 GEM, WC X2, +, (Xaas IX), e 
UX.) 2 生成 该 点 之 切 空间 T.M), 

HS 设 G 为 复 Lie 群 ,8 WG NR Lie tH. 显然 , 9 的 基 
{Yi Aa PRAM RBA, AO 为 复 可 平行 流 形 . 

LAG HART. NA ARERR a, GOG/Il, Bika 
ALAR. UG 的 右 不 变 向 量 场 构成 的 Lie 代数 oy 中 取 定 一 
组 基 了 5 +, Yh， 则 dw( 了 7), …, da (TF,) 为 G/T 的 保 角 向 量 
Y, HE G/L 为 复 可 平行 流 形 . 

定理 2.3( 王 完 钟 )”. KM 为 连通 紧 复 可 平行 流 形 , WMA 
BA G/L, Ah GEES Lie 群 , TG 的 离散 子 群 . . 

证 由 于 用 为 复 可 平行 流 形 , 所 以 存在 保 角 向 量 场 全 1,…， 
Xn(n=dime M), PRB (Xie, =, (Xn TXae, (TX,)s 
构成 TT, A, VEM. 引进 IX,=/-1k,, 于 是 


[X X= ap Xn Ixi, j<n, . 


MR fy AILO” MR Xi, Xn RA, POL, Kah 
保 角 .由 引 理 2.3, Si fy 为 Mk oo ae BMK. eee 


* H.C. Wang (EX fh), “Complex parallelisable manifold”; Proc: Amer. 
‘Math: Soc, 5 (1954), 771~779. . ooo 
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1.1, fi 为 常数 , 这 证 明了 Xr o, X, 为 基 的 复线 性 空间 是 一 个 
复 Lie 代数, 记 作 9. 但 由 于 定理 2. 2, 所 有 保 角 向 其 场 构成 的 复 
Lie 代数 为 复 Lic 群 HM) HI Lie 代数 , 所 以 g 为 共 子 代数 ,于 
是 在 HM) 中 唯一 存在 一 个 连通 复 Lios FH G, g% Lie fete 

ME E G te M 上 作用 可 递 ， 事 实 上 ， 由 于 (Ds, 
(Eade OX dDe +, AXD ÆR TM), Vee M, TW G 的 轨 
道 的 实 维 数 等 于 形 的 实 维 数 , MAM 中 开 集 ， 但 是 MEM, 
所 以 G 的 轨道 具有 一 个 , 即 G 在 开 上 可 递 . 对 M 中 取 定 一 点 的 
G 中 迷 向 子 群 记 作 WAM Lie 子 群 ， 再 由 Gx 以 >M 为 全 
纯 映射 ， BG EM LBS, 所 以 G/T 为 复 流 形 , HM 
和 G/T EWR RBS al. 

余下 证 7 ARR H, FXE, 

dim G@a= dim dg = 2n=dim Mr=dim Gn— dim TR. 
这 证 明了 dim 二 一 0, 即 三 离散 ， 定理 证 完 . 

注意 , 王 宪 钟 还 证 明了 车 M 为 连通 可 平行 的 人 aehler 流 形 ， 
WM 是 复 环 面 .于 是 也 给 出 了 Hermite 流 形 不 是 Kaehlor 流 形 
的 例子 . 

定义 ” 设 矿 为 复 流 形 , 若 一 批 全 纯 自 辣 构 构成 一 个 实 Lie 群 
G, E GEM LASS A, W M RARER 

这 时 在 Mr PRE A, HG Mr 上 作用 可 递 ， Ka 中 该 
点 的 迷 向 子 群 五 为 闭 子 群 , 而 Ue 可 表 为 旁 集 空间 G/H. RN 
记 作 M=G/H. 

B4 设 G 为 复 Lie 群 ， 召 为 @# 的 闭 复 子 群 ， 列 旁 集 空间 
G/H 中 可 以 引进 自然 的 复 结构 ,使 G/ 五 为 复 流 形 , AGH G/H 
上 作用 全 纯 且 可 递 . 所 以 用 是 齐 性 复 流 形 . 

例 5 设 D 为 C" 中 有 界 域 .由 定理 1.4, HD) 为 实 Lie 群 . 
设 五 (D) 在 D 上 作用 可 递 . 则 DD 为 齐 性 复 流 形 , 称 为 齐 往 有 界 域 . 

这 时 HD) 中 不 可 能 有 复 结构 , HAD) ALD LAS 
HE Lie 群 。 这 是 因为 如 果 AD) WE Lie 群 。 则 它 的 任 一 复 单 
参数 子 群 的 任 一 轨道 有 界 , 由 Liouville 定理 , C 土 有 界 全 纯 画 数 


必 为 常数 . 这 证 明了 复 单 参数 子 群 的 轨道 由 点 构成 , 这 和 AD) 
Hy PB. 

定义 RGA Li H, HARAT. MRERS 
G/H 上 存在 复 结 构 , 使 得 @# 在 G/H LERES, C/A 称 为 复 
FREN. 

显然 , 齐 性 复 流 形 可 表 为 复 旁 集 空 间 ， 反 之 ， MEENT 
齐 性 复 流 形 ， 


§3 券 集 空间 上 的 不 变 复 结构 


定义 设 了 I 为 ( 殖 ) 复 流 形 M KGR) BA. 对 Me 上 一 批 
0™ 自 同 胚 构成 的 Lie FEG, WRG h Mhen, E 
Gx MoM SSR M GERAI KH GREN. 

Br UA Ga) SOWIE M ik) GR) ay I FE 下 不 变 当 且 仅 当 

dool,=I,,,°do, VoEG, ce mM, 

下 面 在 旁 集 空间 O/H 的 情形 ， 给 出 它 有 G Rare 
必要 且 充 分 条 件 . 

1G AR Lie 群 , H 为 闭 子 群 ， 记 8 一 LieG, 5=Lie 互 ， 设 
天 为 自然 映射 G>H. MO=-a(e), BATH) =a/b, 而 
H #6 To(G/H) EMI 2K RAEN 6/) 上 的 表示 Ady. 

引 理 8.1 SRE G/H LAG 不 变 殖 复 结 构 的 必要 A 
分 条 件 为 在 8/ 上 有 线性 变换 To, 使 得 
(8.1) = — tide, 
(3.2) Ady (h) oIp=IpAdya(h), WhEH, a 

证 RRS G/H AG 不 变奏 复 结 构 TI 于 是 有 好 = 
-id, 且 

dTaoTs= TasodTe, VaeG, EA/H. 
FA w= 0 ~ u (e), FE aw =a-0= n (ae) 一 x (a), i 
- drarTo=JTewrdro, VoEQG. . - l 
HII a= he H, 则 由 (h) = 0, 有 drrolo= Ioodr, VAE HH, 在 
+ B2» 


同 构 To(G/H) =5/0 F, RWB hoody BAH h> Adoh, H 
Ij= 一 idg5， 这 证 明了 (3.1) 及 (3.2) 成 立 . 

反之 , 设 8/9 上 有 线性 变换 To 适合 (3.1)，(3.2) ， 于 是 在 同 
构 o/6=T0(G/H) F, E To(G/A) LFARE ER Jo 适合 = 
—tdrygrn, E. dtyolo=Ioedtx, VAC H, 在 T,(G/H) 上 定义 线性 
变换 I 一 dto° Toodrz', 其 中 a€G, a(a) =x, 可 证 dtyolocdtzs! 与 
s 的 代表 元 选取 无 关 , H 了: cl, HO” WH. ARG = — idr aam, 
RA IP= id, H dvoeTs= Toodvo, Va€EG,rEG/H,， 即 I 为 G 
不 变 殖 复 结构 、 引 理 证 完 . 

显然 , 由 (8 .2) 可 以 推出 
(3.8) adan (X) oLo=Ipcadgn(X), VTED. 
反之 , 若 H 连通 , 则 (3.3) 等 价 于 (3.2). 

518.2 SRSA G/H AG 不 变 殖 复 结构 的 必要 和 且 充分 


条 件 为 在 8 上 有 线性 变换 J, 使 得 

(3.4) a(JX)=Ien(X), WXEg, 
(3.5) J (b) = (0), 

(3.6) J*X)=—X, (modb), VXES 
(3.7) Ad(h)J=JAd(h), (modh), Whe H, 


Hp m: g->8/5 HAR. g 

证 由 引 理 3.1, 显然 存在 0 的 子 空间 直接 和 分 解 g6 一 m 二 9， 
使 得 作为 线性 空间 mag/b. FEH g/9 上 适合 条 件 (3. 了 ), (8.2) 
的 线性 变换 To 可 以 定义 8 上 线性 变换 I, 使 得 (3.4) 成 立 。 事实 
bf o/b Hoe X+, H XEg=m+h, KM X=-Y+Z,Y Em, 
ZED. 因此 o/b 中 元 可 表 为 了 +, 其 中 了 Em. EI +h) = 
Yith 其 中 了 Ein， 于 是 定义 了 J(7) = 了 :， 易 证 它 是 mm LR 
性 变换 ， 再 用 (3 .下定 义 .四 =0， 从 而 在 9 上 定义 了 线性 变换 了. 
显然 从 (3.]) 可 推出 (8.6), 从 (3.2) 可 推出 (3.7). 

反之 ， 按 照 (3. 外 定义 的 8 站 上 线性 变换 Io AARD, 
(3.2), 由 引 理 3.1 便 证 明了 引 理 . 

显然 ,从 (8.7) 可 以 推出 


(3.8) (adX)J=J (ad X), (modh), VXES, 
反之 ,车 H 连通 , 则 (3.8) 等 价 于 (3.7). 

定义 ” 引 理 3.2 给 出 的 g 上 线性 变换 J 称 为 对 应 于 G/H 上 
G 不 变 殖 复 结构 了 的 Koszul 算 子 . 

HF Kosu AF J Æ aR Lie 代数 8g 上 的 线性 变换 ， 所 以 
J 也 是 Lio HG 上 左 不 变 (1.1) 型 张 量 场 . 

LEANTAR SN G/H 有 G 不 变 殖 复 结构 ， 反 映 在 g= 
LieG 上 的 必要 且 充 分 条 件 ， 下 耐 给 出 有 G 不 变 复 结 构 的 必要 且 
充分 条 件 ， 为 此 引进 

定义 KG/H 为 旁 集 空间 , «, G>G/H 为 自然 映射 ，G 上 

TE U 称 为 射影 向 量 场 , WF dw (U) 是 G/ 豆 上 的 向 量 场 ， 即 
存在 G/H bey 0, 1848 daU.) =O xo. 

记 G 上 所 有 射影 向 景 场 构成 的 集合 为 3, 记 9 上 所 有 右 不 变 
向 量 场 构成 的 集合 为 8:， 则 显然 9; 为 Lie 代数 , HA 

引 理 8.8 a) 3 为 区 (GD) 的 Lie 代数 , 又 dm 诱导 了 Lie 代数 
HEAS: 3->X (GY/H). 

b) a, 为 的 子 代数 ， 

0) I, J 定义 如 上 , 则 J(3)C3, 且 

dx (JU) =Idx(U), VUES. 

“证 a) ERU, VES, ACR, M hF 
dz (AU) =adx(U), 

dx (U+V) =dx(U)~dx(V), 

da([U, Vj) =[da(U), dx (FY], : 
所 以 证 明了 3 是 CGR Lio 子 代数 (参考 Chevalley[6]), E4 
O->da (U) $Æ è BX (G/ HZ) AY Lie RAIA. 0) ESE: 

bp) AF aeR=o, VACH, 于 是 | 

(dor) an( (AR) Xa) = (dm) (X), VXEXG),ACH,a€G, 

SRX Cty, (GR) (Xa) = Ka. HLA 
(dar) an( Xan) = (da) (Xa), YREH. - 
DUET de) X G/H LAB, HAX G/H LARS. BRO 


XEZ, Bgc, b) 证 完 ， 
0) 今 任 取 GEG, NER U C3, 
(data) (J aU a) = (dy) AE) Je (La) Uo)) 
= AT, (dad ol dE.) Ua) ) 
=dt,olgodag( (dl) TU a) 
= (dt,oIgedt,!) (maU a) 
= Lrcwdme Ua 
这 证 明了 dx (JU) =Idæ (U), YVUE3. Hh U XG EAE ig Bt 
场 ， 即 I4w (U)»X G/H EWAH, AT JU tA G LIN E 
场 . 0 证 完 . 引 理 证 完 ， 
现在 来 证 明 
定理 8.1(Koszul) 设 了 为 旁 集 空间 G/ 瑟 上 GG 不 变 的 殖 复 
结构 ,J 为 对 应 的 Koszul RF, WI DRY BMY J 适合 条 件 
(3.9) JX, Y])-[JX, Y])—[X, JY]—-J[JX, JY] 
=0, (modh), YX, YEg. 
证 ERU, VEG), ic 
(3.10) S(U, V)=J[U, VI- [JU, V1-(U, JV] 
—J[JU, JV], 
MW S Æ EGY) xE BY EC A I KRAKAR TERRY, EL 
SGU, V)=SU, fV)=fSU,V), VFEC TG). 
所 以 S 是 G 上 (1, 2) 型 张 量 场 . 
SRU, V C4, WH S133 ia) Re), KSU, V) c H 


有 
(3.11) d«(S(U, V))=N(daU), daWV)), 

其 中 必 为 定理 1.2 给 出 的 Nijenhuis 3K Æ (1.6). RAI WA. 
由 定理 1.2, N=0, 

(3.12) dz(S(U, V))=0; YU, Ves. 

由 引 理 3.8 的 b),g:C3, 而 任 取 a€Q, 已 知 To( = Ual VU Ear}. 
所 以 由 (3.12) 推 出 - 

(3.13) (dx), (S(u, v))=0, Vu, vET,(G), a€G. 
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另 一 方面 ,已 知 T6lG) 一 { 文 ,|YXE9}。 所 以 由 (3.18) 有 
(dr )e(S(R,, Po))=0, WX, YEg, a€G, 

4 dr (0) ={X,|X Eb}, Vee, 这 证 明了 S(X, 了) €b, 
VE 人 , 即 (3.9) 成 立 . 

反之 ,车 (3.9) 成 立 ， 按 上 面 讨论 , 反 过 来 可 证 (3.12) 成 立 , 所 
DW (3.11),4@ Nda(U), dv(V))=0, VU, VE3. 由 于 任 取 
ce G/H, WH 7.(4/H) pE — T u, FE U Eg, 使 dx (U).=u, 
MAB N (u, v) =0, Vu, vET:(G/H), xEG/H. 这 证 明了 N==0. 
由 定理 1.2, G/H 的 G 不 变 殖 复 结构 了 工 可 积 . 定理 证 完 . 

上 面 对 旁 集 空 间 G/H AG 不 变 殖 复 结构 T， 将 I 的 可 积 条 
EA G 的 Lie 代数 g 适合 关系 (3.9) 来 刻 划 ， 下 面 将 了 工 的 可 积 条 
件 用 OS 的 子 代数 来 刻 划 ， 为 此 , 先 引 进 这 个 子 代数 . 

设 G 为 Lie ff, H KATH, G/H 为 旁 集 空 间 . 设 G/H 上 
AG RAR T. FRET O(G/H) LAR Bw Io, E 
j= —id, FOR BRR v. G>G/H BST dx. g->T.(G/H), 
其 中 0=w le). 又 知 它 诱导 了 线性 同 构 8/6 衬 TolGY/ 吾 )， 在 此 同 
构 下 ,To(G/ 瑟 ) 上 的 线性 变换 Io, 变 为 8/ 上 的 线性 变换 , 仍 用 I。 
记 之 . 

由 引 理 8.1 有 178id4 y, Toad, (X )=ada Xo, VX ES, 
SHR o/b 的 复 化 (9g/9) ， 实 线性 变换 可 以 扩充 为 复线 性 空间 
(8/9)* 上 的 线性 变换 ， 仍 用 Diz. Heth I= ids, BF 
G/D 关于 线性 变换 To 的 根子 空间 分 解 为 
(3.14) (a/b) © = (8/9) +-+ (9/8). 

使 7 在 (8/9)* 上 为 纯 量 变换 VTI idate. 

PN RRRA a: o—>9/b, 它 可 扩充 为 映射 0%, 8 一 《9/8)<，, 

BH YS. 

(3.15) a= (wm°) ((g/h)*). 

HERM”, 由 于 we (X) =a (XK), VX Et, UAC) = 
(9/5) *, Mid a= {X € 9S |X Ea}, W 

(3.16) a= (#*)"*((9/6)7). 
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至 此 , MG/H AG Rape, 定义 了 (o/b) 中 子 空间 
a, 使 得 下 面 分 解 式 成 立 ， 


(3.17) ge=a+a, afNa=p°, 
现在 来 证 明 
(3.18) [he, alca, 


事实 上 , (3.2), XES, Yea MA 
Ior ([X, Y]) =Iom (ad 5X) Y ~Io(adyaoX) a (Y) 
= (ad, p(X) Mor (Y), 

H æF) E (4/5) *, 所 以 Lom (了 ) =J/—-1 aY), BA 

Ton ([X, Y])=V—Ladyy(X) ax ¥)=/ 1a ([X,Y¥]). 
这 证 明了 [了 YJE) t, ROX, 了] Ca, 这 证 明了 式 (3.43) 
成 立 . 

再 来 考虑 Koszul 算 子 ， 已 知 对 于 对 应 于 了 的 Koszul 算 子 
J ,存在 6 SF SAD EA a =H +n, 使 得 J 了 4) =0, Jm) 
一 m, 且 在 m 上 = 一 idm， 又 由 引 理 3.2,J 适合 (3. 和 一 (3.7)， 
, BR of =HSt+in®, HFa 所 以 对 此 空间 直接 和 分 解 ， 有 a 
的 空间 直接 和 分 解 
(3.19) a 一 6 -Tt+， 
Hp nt=oNm®, 记 坟 =anms, 则 有 空间 直接 和 
(3.20) Ga 一 BE 十 一 
HER MNS = (0), 故 n+Nn-=(0)， 且 有 空间 直接 和 
(3.21) go=hetnt+n-, 和 一 HT。 

WI 扩充 为 oo 上 的 线性 变换 , 记 作 .75， 则 由 (3. 邹 式 有 

at (JEX) SISn (XR), VXE, 
RUHT JS (a)ca, J (aca. REMIT) 一 me， 所 以 证 明 
TJ*(n*)cn*, 注意 ws. g (0/5) 导出 到 上 的 线性 同 构 me; 
me->(9/]0)s， 所 以 有 
VIX, XEnt, 
(3.22) rene} VIX, XEY, 
0, XEHE, 
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定理 8.2 kI ASR G/H E G 不 变 殖 复 结构 . 按 
照 上 面 的 叙述 , 定义 了 of 中 复 子 空间 a, 它 适合 (3.17), (3.18)， 
反之 ,如 果 H 连通 , Bo 中 有 复 子 空间 a, 适合 (3.17), (3.18)， 
则 它 唯一 决定 了 G/ 玉 上 一 个 G 不 变 殖 复 结构 工 . 

证 ”必要 性 上 面 已 证 ,下 面 证 充分 性 ， 今 已 知 85 一 a 十 4, a 站 
6 一 经 , [HE] ca, 对 自然 映射 m: 9 一 9/D, 诱 导 了 ww. 95> l/b). 
于 是 (9/5)5 有 空间 直接 和 分 解 (g/9)s=ms(a) 十 ma)， 由 
ms(n) =a" (a), 于 是 在 8/0 上 有 线性 变换 Jo, 使 5 在 ws《aq) 上 为 
MV 一 1iid， 在 ws(a) LW-V-1lid, Ah I= idy BH 
09°, aj]Ca, 有 [b, ala, 

现在 来 证 明 adgn(X)Io=Teadya(X), YX Eb. HHL, # 
Wuca/h, MA u=v+0, vE (3/9) a (80)s， 因 此 ,= 一斑 十 j， 
Zea, FÆL, Zl En, LX, 71+H°EG/h)*. + 

Isad (Su = Iadan (X) (w+ 0) = Iad, (X) (Z+Z+8*) 
=I[([X, Z1 +H) + (LX, Z1+955)] 
=s (LX, 2]+9%)-V-1(LX, Z] +55) 
=ada 53 (X) (V Iv— M17) 
= ady (X) Io (w+ v) 
=ad (Xou, VuEg/D. 
这 证 明了  — Ioadyn(X) =ady(X)Io, VE， 

S H 连通 , WES Adgyh)lo=IoAdga(h), VRE H, 
由 引 理 3.1, 便 证 明了 G/ 鼠 上 有 G 不 变 殖 复 结构 I, 定理 证 完 . 

定理 3.3 旁 集 空间 G/ 五 有 G 不 变 复 结构 当 且 仅 当 8 有 
复 子 代数 a 使 8 =at+a, aNa=pS, 

证 定理 3.2 告 诉 我 们 ，G/ 瓦 有 G 不 变 殖 复 结 构 的 必要 H 
充分 条 件 为 9s 有 复 子 空间 a, 使 8=ata, aNa=H5, X HS, alc 
a, 

′ 由 定理 3.1 可 知 , 了 可 积 当 且 仅 当 Koszul WF J 适合 (3.9)， 
即 ' 
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(3.23) JEX, ¥Y)~[(JtxX, Y]-[X, JEY] 

—JEJEX, JEY] EHE, 
VX, 了 Ebe， 下 面 证 有 明 在 905 =a+a, aNa=bh* 的 前 提 下 ，(3.23) 
成 立 当 且 仅 当 a 为 复 子 代数 ， 

ESE, dst (3.22) =a+3, SH KX, Ya, 则 (3.22) 
化 为 JLX, YJ =V—-1[X, Y], (mod §*), HET a [X,Y] 
E (9/b)*, MALX, Y]€a. Bla, aj] Ca, 或 a 为 复 子 代数 . 

注意 当 a 是 子 代 数 时 ， 由 于 5cCa, 所 以 [95, qj]Ca 只 是 一 个 
推论 . 至 此 证 明了 和 定理. 

定理 3.4 旁 集 空间 G/ 有 G 不 变 复 结 构 当 且 仅 当 95 有 
复 子 代数 tE 9S =gta, gNa=b, 

证 ”由 定理 3.8. 已 知 G/ 吾 有 不 变 复 结 构 当 且 仅 当 98* 有 
复 子 代数 a, 使 得 

gc=atd, ana=s*, 
下 面 证 明 , 这 条 件 等 价 于 
< gê=g+a, gNa=h. 

先 证 gl a 十 6 当 且 仅 当 9: 一 8g 十 a, H go =a4a, ana= 
© PRR XC A X4+XEq, ji X--X+(X+X) En 十 9， 
Hlacatg, PRU gf =atacat+acg*?, Mae=a+g, BK 
ge==g+a, EM XE, WY-L Xe, MV-1X=¥4Z, 
YEg, Z€0, 于 是 -V-1X=V+Z, Wiho/-1X=2-Z, 
PRL X-a Faz E+ RENT aco +a, Rik 
g&=g+acatacg®, Bl g*=a+a, 

Bie Na =h 当 且 仅 当 98 几 uD， 事实 上 

dimr a* = 2dimg a— dime (aa) 
=dim g+dimga—dimagfa, 


由 于 dim, 9° =2dimşg. 
所 以 证 明了 dim g =dimga—dimg fa, 
代入 ,有 . dima afd) =2dimg fa, 
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AX anahe, MU bca, A bcaNa, B 2dimh ~2dimgfa, 
所 以 5=ang， Re, HaNa=b, WW aNa=-b. A cana, 由 
dimg(a Na) =2dimg= dimabgs， 所 以 证 明了 ana= 固 ， 定理 证 


一 
JG. 


§4 对 称 Hermite 空间 


定义 BM, gh Hermite HB. 对 点 ZE 到 ， 了 到 自身 
上 的 全 纯 同 构 co 若 为 等 度量 同 构 , 且 cz=-idux， 又 2 是 as MMU 
不 动 点 、 则 cz RAM, OWAT A o WR. 

定义 ”对 Hermite RBM, DWBA CEM, 都 有 关于 点 2 
的 对 称 os FEMM, 9) 称 为 对 称 Hermite 空间 . 

xm, (M, DEX Riemann 流 形 ， 显 然 它 是 对 称 Riemann 
空间 ， 所 以 关于 对 称 Riemann 空间 的 各 种 概念 , 如 半 单 型 、 不 可 
约 等 等 ,对 对 称 Hermite 空间 也 可 以 自然 地 引进 . 

定义 G/H X} Riemann 对 称 旁 集 空间 ， 具 有 G 不 变 复 
结构 了 及 G 不 变 Hermite 度量 g, WI (G/K,1, 9) HK Hermite 
对 称 旁 集 空间 . . 

由 下 面 定 理 可 知 , 对 称 Hermite 空间 和 Hermite 对 称 旁 集 空 
闻 这 两 概念 本 质 上 是 相同 的 . 

定理 .1 连通 Lie 群 G W Hermite 对 称 旁 集 空间 (G/K, 
1, 四 是 一 个 连通 对 称 Hermite 空间 ， 反 之 , 连通 对 称 Hermite 空 
HM, 9) 是 等 度量 地 全 纯 同 构 于 一 个 Hermite Wg A Rz wN 
(G/K, 1, 9), APG 为 连通 Lie 群 , HEG/K EWEX. X 
G 必须 等 度量 同 构 于 (MM, 9g) 的 自 同 构 群 的 单位 分 量 . 

证 《比较 第 二 章 定理 2.1) 先 证 Hermite Xf i F R Z N 
(G/K, I, 9g) 为 对 称 Hermite 空间 .事实 上 , 任 取 一 点 2EGI/K,， 
只 要 证 G/K 作为 Riemann 对 称 旁 集 空间 ， 关 于 x 的 对 称 os 在 
G/K LESH T. On. Q/K RAREN., Rm 
O=-a(6), c=o(a), WRT o 点 的 对 称 os 一 too00oT51。 由 于 wo 
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为 全 纯 同 构 . 所 以 问题 化 为 证 oo 全 纯 . 

4 EM doo)o= ~id HT (G/K) bmw. RUT (G/K) 
E, (doo) o 和 Io 可 交换 , Bll dooolo(doo) "* MI #G/K PRO b 
RASS. 由 于 cota = Taoto VACA, 所 以 dayole (do) A 1 E 
G/K 上 都 是 G 不 变 的 。 因 此 证 明了 在 G/K LEGS, BD 
doooT=Todoo， 这 证 明了 oo 在 G/ 玉 上 全 纯 ， 

RZ, BRM, 9) 为 连通 对 称 Hermite 3 i], MES 4A 
构 , 县 为 等 度量 变换 称 为 M 上 的 自 同 构 . M 上 所 有 自 同 构 构成 一 
个 群 , 称 为 MS BARE, ite Aut, 9). 记 G=Aut(M, g)’. 
对 居中 一 定点 0, RG HO ASRS KR, 由 于 及 连通 ， 和 
对 称 Riemann 空间 一 样 的 方法 可 以 证 明 G 在 用 上 作用 有 效 , 全 
MAA. AG 上 可 以 引进 对 合 自 同 构 o, W ola) 一 cocoo 1 
VaEG., Tit ACK CG., 于 是 作为 对 称 Riemann 空间 (Mr, 9) 
可 以 看 作 是 Riemann Hik% E F EGEK. MAARI 
Hermite 度量 9 可 以 转移 到 GE 上 , 用 同样 符号 记 之 , 则 不 难 证 
BY, XH (G/K, I, g) 为 Hermite 对 称 旁 集 空间 , HM MG/K 
全 纯 同 构 . 所 以 证 明了 定理 . 

推论 对称 Hermite œ% mj (M, g) KJ Hermite 度 量 为 Kaehler 
度量 . 

证 CM, g) 看 作 Hermite 对 称 旁 集 空 间 (G/K, I, g). + 
9 是 9 不 变 的 ,所 以 它 的 Kaehler BX 9 tht Ga 不 变 的 (2, 0) 形 
A. 由 第 二 章 定理 1.1 的 推论 , 便 证 明了 dQ0=0, 所 以 9g 为 Kaehler 

Gil 复 Euclid 空间 (C*, g) 是 对 称 Hermite 空间 .对 Cr 
中 点 zo 之 对 称 变换 co 为 2-> 一 (2 一 z0) tzo B 


1 OV 
a-l jiecD， gcc}, 


1 0 
K-i; s Jleeu Go) L, 


。 Of » 


a-( | 


B aj 
作用 于 CC" 中 点 2 上 , 像 为 4:z=az+B， 自 然 Aut(M, g)°=G,C 
中 原点 0 的 迷 向 子 群 即 Ke 所 以 C"=G/K.， 这 时 , 定义 对 称 旁 
集 空 间 GQG/K GKE H EH oJ 


(| r) k °) 
eg 一 。 
B a -p a, 

例 2 具有 Poincaré 度量 的 Poincaré 上 半 平 面 

H” = {z€ €lImz>0}, 
已 知 Aut(H?, g SSL, R)/{t1}, 其 中 Ts 为 2 阶 单位 方 
阵 ， 于 是 T, 9) WH Hermite 对称 旁 集 空间 . 
(SL(2, R)/SO(2), I, 9). 

例 8 具有 Fibini-Study 度量 9 的 复 射影 空间 P*(C), 可 证 
Aut(P*(C) =U (a+1). P*(C) 可 表 为 Hermite 对 称 旁 集 空间 
U(m+1)/U A) XU (n), I, 9). EU BM SS a Unti) 
的 对 合 自 同 构 为 rc(e) =oogo51, 其 中 

oo= diag( 一 1 1, =, DEUM+D, 
于 是 CP"(CG)，9) 为 对 称 Hermite 空间 ， 

设 G/H + Hermite 对 称 旁 集 空间 , 记 8g=LieG, h=Lie H, 
则 对 G 的 对 合 自 同 构 o, 8 AIE orm, magha 
To(G/H), X G/H WAAHI, FET (G/M) 上 线性 变换 Io 
变 为 mm 上 线性 变换 , 仍 用 Jo 记 之 ,有 


(4.1) I= — idm, 

(4.2) Adm (I) Iy=InAdn(k), WEE. 

(4.8) JIX, ¥]-[JX, Y]-[X, JY]—-J[JX, TD EY, 
VX, Veg, 


其 中 J 是 由 了 诱导 的 Koszul 算 子 . 
定理 .2 RM, 9) 为 单 连通 对 称 Hermite 空间 ; 则 (MM, g) 
等 度量 地 全 纯 同 构 于 直 乘 积 
CAL, Dz, go) x (Mi, 9s), 
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OH (CH, go) 为 复 Euclid 281, (My, 91) 为 半 单 型 对 称 Hermite 
.空间 . ' 

证 ”类似 于 第 二 章 定理 5.2。 首先 , 由 此 定理 推出 

8$=GotG1, So=fot mo, Gi= fit my 

且 m= m+ m. 
RMI UEH, M, PHALA I, A Imo) cmo, Ion) my, 
FXE, £m ERAR HRU X, IY) =Q(X, Y), VX,VE 
m, 这 是 因为 Q@ 由 G/K 的 Hermite 度量 9 所 导出 ， 于 是 只 要 
To(mo) Cmo, 由 mi 与 mo XF Q EWEX. BELL ToGms) cm, F 
面 证 Io(m)Cm, SRB ERP, mom, i=0, 1， 作 
Py (Lotte) Crt, CE aduk) FRÆ, ERE, adm (&) 5 P A EHR, 
kEK, th 

ay (X) Py (Lotto) = Ps (adm (X) Lotte) = Palo (adm(X) mo) = 
O,VXE. WE Piom) +0, BALE m HH adui) RAF 
间 , 使 在 其 上 adn (hy) =0, 这 是 不 可 能 的 , 因此 只 有 Pi(Iolme)) = 
0. 这 证 明了 Toate) mo, 

S m) cm, i=0, ， 1， 于 是 在 9 了 上 可 以 定义 册 Iom y 
FHJ Koszul AT Ji, HEA WRAE4.B), HX, Ea, 
f 易 为 t, 4 一 0 1, R J|m=J, 1=0,1, PE J E Q/K: 中 引 
进 了 Gs 不 变 复 结构 ,i 一 0, 1， 这 证 明了 定理 . 

ZR (DH, WFR CG, o, Q) FE Riemann 对 称 Lie 代数 , 它 定义 了 
半 单 型 Hermite 对 称 旁 集 空间 ， 则 在 第 二 章 ， 定 理 5.4 给 出 的 分 
解 式 中 ， 每 个 直接 和 因子 (91, o) 也 对 应 了 Hermite 对 称 旁 集 空 
W. 所 以 ,类 似 于 第 二 章 定理 5.5。 RNA 

定理 和 .3 半 单 型 单 连通 对 称 Hermite 空间 (M, g) Æ SBE 
量 地 全 纯 同 构 于 一 些 半 单 型 不 可 约 对 称 Hermite 空间 的 直 乘 积 , 

现在 证 明 

定理 和 .4 设 ( 了 Hg) 为 半 单 型 对 称 Hermite 空间 , 则 

- Aut( M, g)°=I(Mr, 9)°. 
证 已 知 (Mr 9) 为 半 单 型 对 称 Riemann 空间 ， 由 定理 
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4.1， 所 以 Mey 可 表 成 Riemann 对 称 旁 集 空间 (A/K, g)， 其 中 
G=Aut(M, g)*， 出 第 二 章 定 理 5.8, 必 须 有 G=ICMr, 9). 这 
证 明了 定理 . 


$5 不 可 约 对 称 Hermite 空间 的 分 类 


类 似 于 第 二 章 , 命题 2.1 之 (d), 可 以 证 明 连 通 对 称 Hermite 
空间 (CM, 9g) 的 通用 用 盖 ( 节 ,9) 也 是 连通 对 称 Hermite 空间 , 其 中 
9 为 g 之 提升 。 由 定理 4.2 及 4.3， 单 连通 对 称 Hermite 空间 是 
复 Euclid 空间 及 一 些 不 可 约 的 半 单 型 的 单 连 通 对 称 Hermite 空 
间 的 直 乘积 .由 此 可 见 , 对 不 可 约 的 半 单 型 的 对 称 Hermite 空间 
作 分 类 , 是 极其 重要 的 . 

由 定理 4.4 及 第 二 章 定理 5.8, 不 可 约 的 半 单 型 的 对 称 
Hermite 空间 (WM, 9) 能 唯一 地 表 成 Hermite 对 称 旁 集 空间 (G/K,， 
I, 9), 其 中 曲 为 在 以 上 作用 有 效 的 连通 半 单 Lie 群 ,确切 地 说 ， 

G=Aut(M, g)°. 

首先 考虑 连通 Hermite 对 称 旁 集 空间 GK, I, 9). W 
(ao, Qh (G/K, I, 9) 定义 的 Riemann 对 称 Lie 代数 . 6 一 
+m 为 关于 的 标准 分 解 ，G/ 开 上 G 不 变 复 结构 了 定义 了 m 上 
的 线性 自 同 构 Jo, 使 得 


(5.1) Ig=—thy, 

(5.2) . Adn(k)Io=IpAdm(k), YkEK 
《5.3) QMX, bY )=QX, Y), X, YEm, 
由 (5.2) 可 推出 

(5.4) _ Cn X)Ig=Loddm(X), VX EF, 


E K 为 连通 子 群 时 , (6.2) 和 (5.4) 等 价 . 

定义 ”适合 条 件 (5.1)，(5.2)，(5.3) Riemann 对 称 ] Lie 
RAG, o, Q) 称 为 Hermite 对 称 Lie KH, ECG, o, Q, Io). 
且 如 果 (g, 0, Q) fF 77 Riemann 对 称 Lie 代数 , CAR MPAA, 
或 半 单 型 等 等 ， 则 相应 (g, o, Q, Io) 作为 Hermite 对 称 Lie 代数 
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也 是 有 效 . 或 不 可 约 BE BSS, l 

上 面 讨论 告诉 我 们 ， 从 Hermite 对 称 旁 集 空间 (G/K, I, g) 
可 以 定义 一 个 Hermite 对 称 Lie 代数 (8g, c, Q, Jo). RZ, 给 定 
Hermite 对 称 Lie 代数 (9, o, Q, Jo). 则 作为 Riemann 对 称 Lie 
代数 , 它 唯一 决定 了 一 个 Riemann 对 称 旁 集 空间 (G/ 天 ,9) .而 了 
及 @ 分 别 唯一 决定 了 G/K 上 一 个 复 结构 1 及 Hermite 度量 yg, 
所 以 (G/K, g, 了) 为 Hermite 对 称 旁 集 空间 . 

引 理 5.1 h(G/K, I, g) J Hermite 对 称 旁 集 空间 ，G 在 
G/K 上 作用 有 效 . iG, o, Q, lo) AES MM Hermite 对 称 
Lie 代数 ， 由 标准 分 解 9 一 ft 十 m 及 了 定义 的 Kosal 算 子 J， 则 
对 9 的 复 化 95 J 可 扩充 为 0 上 算 子 , 记 作 J*. 记 

= {XEQIJI RX- +tV -iX}. 
则 有 
(5. 5) oe nt fn = (0), 
n n 
其 中 一 为 全 中 关于 6 MEME. Mo n* 都 是 9 的 交换 子 代数 ， J 为 
a 的 微分 . 

证 SEM Je| 下 = 0， Jelme 一 Imce， 所 以 (5. DRI. 再 
HR., E adm X)EJE =J adn (X)®, 在 IE ERY, VX EL 
其 中 adm (X) H adm(X) FE ME ERP A. Fie n* RE adn (X)* 
PARAS, 于 是 在 n LDS TAREE f adn X), VXEEL BR 
ads, X->ade(X)EMT PE n+. 上 的 表示 .下 面 证 这 是 一 一 表示 . 
事实 上 , 由 于 G 在 G/ 反 上 作用 有 效 ， 所 以 工 中 无 o 的 非 零 理 想 ， 
5N, WR odin WIR pt = {X Ef ladanCX) =0} ={XEt| 
[x, 了] =0, VY En*}, AF 

adi, X)¥ =ada(X)Y, VXEt, YEnt, 
FRUGAL pt = po, FCS .5) AR adh 的 核 即 adm 的 核 ,显然 ,此 核 
Atha 的 理想 ， 所 以 为 零 ， 这 证 明了 表示 oo HRW SZ, MH 
示 一 一 . - i 
KER adh, adi DP RAHA adh: Mada, 显然 表示 


空间 仍 为 n:*， 这 是 因为 任 取 了 , ZEE XEn*, WY, X], [Z, 
X]En*, 所 以 [Yt+M-12, X]En*, Bad +V- Z) 
nt 为 不 变 子 空间 ， 所 以 adi H 下 之 表示 ,表示 空间 为 t+。 下面 
证 此 表示 也 为 一 一 表示 . 
由 于 如 果 Y 了 ,ZE€4, [Y +V IZ, un] =0, wly-V-1z, n7] 
一 0， 所 以 adh 一 一 可 推出 ada——, Sm ENR 可 定义 ms 
上 内 积 ( 即 定 正 Hermite 型 )&%<， 从 而 可 定义 n+ LAX 
QY, Z) =E, Z), VY, ZEnt., 
它 是 n+ EAR. 自然 ,对 XEL 
Qt ladil XYY, Z)+Q*(Y, adi(X)Z)=0, VY, ZEnt, 
FRE nt 中 存在 关于 Qt 的 标准 正 交 基 , fad, (X), VCE 
对 应 斜 Hermite 方 阵 ， 因 此 任 取 Xi, LEE, WW) XVI XE 
i, 设 adh (Xy+V—1 Xe) = ad 机 (人 +S —ladd (Xs) =0, H 
adá (X) $} Hermite, V —Ladh(Xa) Hermite, 所 以 有 adh X= 
0, adh (Xa) =0. B EZER adhi ——, 即 有 X1—Xe~0, 这 证 
明了 ad 在 全 之 表示 之 核 为 零 , 即 此 表示 一 一 ， 总 之 , 人 上 表示 
ad 南都 一 一 ， 
SEX, Yen, Zen", WX, Yer. W 
adn((X, Y])Z=[[X, ¥], Z] 
=—[[Z, X], Y]+[[Z, Yl, X] 
=ad([Z, Y))X—ad([Z, X1)¥ En, 
故 ada (CX, V])ZEn* Nn =0, KFE EER adi——, P 
X, Y]=0, BpEn", n-]=0, Watt, Ant, n+] =0、 这 证 明 
T nt 为 交换 子 代数 . 
最 后 ,证 了 为 8 上 的 微分 ， 即 证 在 8 上 有 J, 使 
J IX, Yj =UWEX, V]+L¥, JEY], Vx, Ved. 
由 主 =t tnt, RX, Yer, SARE. WX, Y En, 
Hint, n*]=0, [n-, n] =0, & 
JEX= +4 ZIX, J'Y =+4/-I1Y, 
所 以 等 式 也 成 立 . MXKEent, 了 En-, 由 (nt, nat, JEE =0, 
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iá JEX, Y]—[ytX, ¥]—-[X, J'Y] 


=0—V—1tX, Y]4+/—-1iLX, Y]=0. 
故 等 式 也 成 立 . RKeS, Yen*, ALS, n*]on*, 有 
JEX, Y]-[J¢x, Y]-LX, JEY] 
= +/—1[X, Y]FV—1ILX, Y]=-0, 
所 以 等 式 对 一 切 X, 了 E95 成立 ， 这 也 证 明了 
JEX, Y=[7X, Y]+[X, JY], Vx, Ves, 
BJ 为 6 上 的 微分 ， 引 理 证 完 . 

定理 5.1 H/K, 1, g) 为 有 效 半 单 型 Hermite 对 称 旁 集 
空间 , 其 中 Gt 为 连通 半 单 Lie 群 ， 它 定义 了 Hermite 对 称 Lie 代 
数 (g, o, Q, I0). Ws 关于 o 的 标准 分 解 为 8=f+m， 则 存在 
之 中 心 元 素 Z 关 0, 使 得 To0~adm(2), 0 一 exp zad(2)， 

证 记 v 为 由 g6=t+Hm 及 大 o 定 义 的 人 oszml 算 子 ， 由 引 悍 
5.1, J 为 8 的 微分 ， 由 8 半 单 ,， 所 以 9 的 微分 都 是 内 微分 ， 即 存 
在 ZE8, 使 J=ad28， 而 由 于 

f={XEg|JX=0}={XEag|[Z, X] =0} =C(Z), 
这 里 O(2) 指 2Z 的 中 心 化 子 。 所 以 ZEt， 所 以 admZ 有 意义 . 于 
是 To=J|m=admZ. 
今 已 知 IX =—X, VXEm, 于 是 对 任 一 实数 4 
(oxpOJ) X =$) 7 (07) X 


oo 《一 了 102 oo (— 107+ x 
-Ža +B Grp? 
=X cosd+JX sing, 


R 0 =a, A(expad)X=—-X, VXEm, BR, (expr X =X, 
VXE EW T o=expra] =oxpmadZ. EMEX. E 
FLA ie A BK BE A A] KY k Hermite 空间 (M, g). FA 
知 它 在 等 度量 全 纯 同 构 下 可 以 唯一 地 吉成 有 效 半 单 型 不 可 约 
Hermite HK RB (G/K, 9, I)， 这 个 空间 在 同 构 意义 下 唯 
一 决定 了 一 个 Hermite 对 称 Lie 代数 (8,，o, Q, Io), HP 9 半 单 ， 
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g 关于 的 标准 分 解 为 9= im 则 了 中 无 4 的 非 零 理想 ， 又 差 一 
个 常数 ，Q 可 表 为 6 之 Killing 型 B Em 上 的 限制 Bm， 由 定理 
5.1. ES ARS, 其 中 存在 非 零 元 2, E adn, o= 
exp xadZ, $ (a, o, Q, To) WHA, o, Io). 

定理 5.2 BM, 9g) 为 有 效 半 单 型 不 可 约 对 称 Hermite 空 
间 , 它 决定 了 有 效 半 单 型 不 可 约 Hermite 对 称 Lie 代数 (9, 0, Io), 
g 关于 o 之 标准 分 解 为 8 一 1+m， 则 ff 之 中 心 3 为 一 维 的 , Ba 
复 化 65 为 复 单 Lie 代数 . 

反之 ， 设 (9，c) HARRAH Riemann 对 称 Lie (LH, Hs 
关于 o 的 标准 分 解 为 8=f+m， 使 得 t 之 中 心 3 关 0， 则 存在 一 个 
有 效 半 单 型 不 可 约 对 称 Horm ite 空间 (21,9) 使 它 决定 之 Hermite 
对 称 Lie RBH (I, o, To), HA To 差 一 个 符号 唯一 决定 . ” 

证 ” 先 证 前 一 部 分 。 Ae TH 5.1, dima>t, 引进 映射 到 
mont, MA 


p(X)=3(X-V=IbX), VXEm. 


TE pA MA mt 上 的 实 线性 同 构 . A l 
-plada (X)¥) =adi(X)p(¥), VYEm, XEt, 
假设 (8, o, Jo) 不 可 约 ， 即 adn ZR AR. BLL adh X 
if 在 n+ 上 的 复 不 可 约 表示 ， 由 Sohur 引 理 ， 和 {ad X | X € 1%} 
HY 25 PRA PER Aol. SIR WE ZS, 则 
(adinW ) (adi X) (Yat VZIT 9) | 
=(W, (X, a+ V-11 YJ] 
=[X, [W, ¥itV-1¥3]] 
= (adh X) (adh W) (Fat V =1Y), Yi, FEm,: i 
所 以 adiW 为 纯 量 变换 . 今 已 知 0¥ZE3, 使 Io=admZ. BRUTE 
FER A, ft adi (W —AZ) =0, 但 为 了 之 
AZ， 这 证 明了 dim3=1 
再 证 8 之 复 化 0 为 单 Lie 代数 由 第 二 章 , 定理 6.1. 如 果 
gs 不 是 单 Lie 代数 , WTR TA Lie 代数 . BRL eB. 这 
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SFB. 
反之 , 设 (g， 0) 为 有 效 不 可 约 Riemann 对 称 Lie 代数 ， 记 8 
关于 o 的 标准 分 解 为 6=f++m， 由 条 件 了 之 中 心 天 0， 今 由 有 效 
H, f 中 无 8 之 非 零 理想 ， 所 以 的 表示 oda 一 一 ， 由 不 可 约 性 ， 
ada 为 了 的 不 可 约 表 示 , 今 {fadm(2Z)|12ZE 引 和 {adm 全 | 下 EN 可 
-交换 。 对 mm 上 内 积 @, 扩充 到 me 上 为 Hermite 内 积 Qe， 在 me 
中 取 关于 Q 之 标准 正 交 基 , 在 这 组 基 上 ，(cdi2)e 为 斜 Hermite 
方 阵 ，YZEi。 但 它们 两 两 可 交换 ， 故 可 在 西 相似 下 同时 化 为 对 
角形 , 对 角 元 素 全 是 纯 虚 数 , 相应 ms 有 根子 空间 分 解 
号 一 mo 二 3 (m +m), 


其 中 0 为 8 上 零 线 性 函数 , 为 8 上 非 零 实 线性 函数 ， 而 mo 一 大 
m= {XEm:|[Z, X]=0, VZE3}, 
m ={X Emt] [Z, X]=/S-1A(Z)X, VZE3}, 
由 {adm X |X EN 和 {adnZ|Z Ea} 可 交换 ,所 以 mo 及 mn 十 而 ,为 
idni 不 变 子 空间 . 
H Fmo=m, (m +m) =m, +m, 所 以 mm 中 存在 子 空间 ño, 
fi, HEME — mo, Eem +i, Tif Hm —fig+ Sim, y 3 fal 


和 . ML fio, Hi, ME adat 下 不 变 。 但 是 adn N ERRITAR R. 
HU m= fi, 或 由 一 名 在 后 一 情形 , [3, m] 一 0, 即 3 为 1 中 4 之 
理想 、 由 有 效 性 , $=0. 了 矛盾， 所 以 m= 而,， 或 

m =m +M. 

在 3 中 取 Zo, 使 )(Zo) =1. § J=ad Zo, Io=adnZo. FÈ 
JŒ = [Zo, t] =0, IX =—X, VXEm, 事实 上 , 取 AXEm, 则 
[Zo [Zo X]] = [Zo VTĪIMZ) X] = —A(Zo)*X = —X, FH 
对 一 切 mE 中 元 ，(adm20)? 革 一 一 了 对， 特别 对 mm 中 元 成 立 ， 即 
~ 一 idm， FRE X EE, W adg(X)adgZ—adnZ ada X, B 
ada (X)Io=Ioadm(X), $, | 
J(X,Y]—[JX,Y]—[(X,JY]-J(JXx,JY]=-0, VX,Y €g, 


° 99 > 


事实 上 , 由 于 7 了 = ad2o 为 9 之 微分 , 故 有 JLX, Y]=(7X, Y]+ 
[X, JY]. 问题 化 为 证 JIJX, JY] =0, YX, Y€, 4X, 
YEE mM JG) =0, KERRI. 4 X, Yem, MJX, JY en, 
[JX, JYI Ef, He J[JX, JY]=0, 4 Xm, Yef, W 
J[JX,JY]=0, 这 证 明了 断言 

由 定理 3.1， 设 半 单 Lie 代数 对 应 了 连通 半 单 Lie 群 G, WE 
对 应 GWENT K, 由 (ednY)7To= Iada X, VX Et T JE th 
(admk)To=Ioladuk), VLEK. IER In BMT BRAM G/K W 
G 不 变 复 结构 . 

Fa QC (admZo) X, Y)4+-QCX, (od ZO)F)=0, VX, YEm 
可 知 QUoX, V)+Q(X, IY)=0, VX, YEm， 此 即 由 QQ， 在 
G/K 上 定义 了 一 个 G 不 变 Hermite 度量 9， 从 而 存在 一 个 不 柯 
约 对 称 Hermite 空间 (M, 人 )， 由 它 定 义 的 Hermite 对 称 Lie 代 
数 为 (8, a, Q, Io). | 

再 利用 定理 的 前 一 断言 ， 便 证 明了 这 时 必须 有 dim3 一 1， 于 
是 如 果 我 们 在 上 面 另 取 ; 中 一 非 零 元 , 则 它 必 为 42Zo, a40, FE 
按 上 面 办 法 定义 To=admZo, 1 一 adm(g2o) =a(ddnZo) = ado. 但 
fi R= —id, (1h)®?=e8R=—id, EMT a= 士 1 RET 和 
除 符号 外 唯一 确定 ， 定 理 5.2 证 完 . 

推论 ”在 有 效 不 可 约 Riemann 对 称 Lie 代数 类 中 ， 紧 半 音 
型 对 候 于 非 紧 半 单 型 ， 这 个 对 偶 给 出 了 有 效 不 可 约 Hermite 对 
称 Lie 代数 类 中 , 紧 半 单 型 和 非 紧 半 单 型 间 的 对 偶 . 

证 由 定理 5.2, 有 效 不 可 约 Riemann 对 称 Lio 代数 是 有 效 
ARAYA Hermite 对 称 Lie 代数 的 判别 条 件 为 了 之 中 心 3*0. 这 
个 性 质 在 对 储 下 不 改变 ， 所 以 推论 成 立 ， 证 完 . 

定理 5.8” 半 单 型 不 可 约 对 称 Hermite SALEM. 

证 设 (MM, 9g) 为 不 可 约 对 称 Hermite 空间 ， 若 M 是 非 紧 型 
的 , 由 第 二 章 , 定理 6.3, MM RR. ABT 
章 的 一 个 一 般 性 定理 : “ 设 G 为 连通 半 单 Lie 群 , G/H KEAS 
集 空 间 , 它 具 有 G 不 变 Kaehler 度量 , 则 G/H 单 连通 ”，' 和 便 能 证 
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利用 定理 5.2 和 6.38， 便 可 对 所 有 不 可 约 对 称 Hermite 空间 
进行 分 类 . 在 紧 型 的 情形 ,我 们 可 以 在 表 IV (在 第 二 章 之 末 屁 ) 中 
RERE M=G/K, EK 具 有 非 离散 中 心 。 对 它们 作对 偶 便 可 
给 出 非 紧 型 的 情形 , 

半年 型 不 可 约 对 称 Hermite 空间 在 辣 构 下 的 分 类 , 标准 空间 
在 非 紧 情 形 共 有 四 大 类 和 两 个 特殊 空间 , 它们 记 作 Dmna Da, 
GIDa, UV) VD, (VD， 在 紧 的 情形 分 别 为 它们 的 对 假 ， 下 
FAREA 


KV 不 可 约 对 称 Hermite 空间 


型 Gu KE G/K 非 紧 dime O/K| dimG 

Ts LO SU (ma, n, G)/ . 
man>] | SD (m xU m) | SU On) xU (nm) mn (m+tn)3— 1 

ql, ， “ty ， ; n(n-1 ; 
nee SO(n) /E(n) | SOM, H)/U (m | ZO- | nn- 
Hi, S,(n) /U (mò Sto, RU) | ZCP | nnt) 
n=l yt n in, R), n) 3 n (24+ 
IV, SU(a+2) / SO(2, n, R)/ n (n+1) (n+ 2) 

n=1, n>2 | SO(n) xS8U(2) SO(n) x SU (8) a 
Vy fef Spin (10) -SO (2| E3/Spia (10) -SO(2)} 16 78 
VI FA 可 SG) E3/ Bg SU(2) 27 133 


BES 为 全 纯 同 构 , 则 上 表 中 有 
TI=ID<=IV MSIs, IVx, 
IVS Ly,s, IV:= IL, 
下 面 给 出 实现 . 
Ts Gnn (C), BUS Grassmann 流 形 . 
In 在 CC” 中 取 对 称 双 线性 形式 S, 使 8 恒 为 零 的 子 空间 称 
为 S 的 C” 完全 迷 向 子 空间 ， 则 上 由 此 子 空间 中 所 有 C TS N 
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为 代表 元 构成 Gs,n(C) 中 的 子 流 形 . 

III,， 在 C” 中 取 斜 对 称 双 线 性 形式 4， 使 4 全 为 零 的 子 空 
间 称 为 4 的 C” 完全 迷 向 子 空间 、， 则 由 此 子 空间 中 所 有 CO ET 
空间 为 代表 元 构成 的 Gr,,《C) 中 的 子 流 形 . | 

IVa: {Do 23, 0s Zapi] E PTICO) [zit +++ za Zotat = OF, 

非 紧 的 情形 

Inn: {ZE Mm aC) |I1,—-'ZZ>0}, 

I, {ZEM.(©) |I —'ZZ>0, ‘Z=—Z}, 

Hin {ZEM,(C)|In—'ZZ>0, 'Z=Z}, 


工 V [z= ee, Za) EC] jel? < LEl zz -< 


O V, VI 也 能 相应 实现 为 C* 及 Ca BARANI. 因为 书写 
ee, 从 略 . 

下 面 介绍 Borel RA, 

HM, g) 是 非 紧 半 单 型 对 称 Hermite 空间 ， (M*, MBE 
RS. 则 存在 一 个 标准 内 射 v, MM", iB vp M) Sst ay 
FM" 中 开 集 v(MH)， 这 个 映射 称 为 人 下 到 MM" 内 的 Borel i A. 
M 中 z( 避 ) 的 边界 分 量 在 M 上 的 调和 分 析 中 扮演 了 重要 的 角 
色 . 

在 单位 加 的 情形 ， 这 个 艇 入 是 单位 贺 到 Riemann FRA AY RR 
入 . 

(M, EIERE, Eh Borel 嵌入 即 为 C 中 具有 Bergman 
度量 的 对 称 有 界 域 ， 这 个 其 入 也 称 为 ( 聋 ，7) 的 Harish-Chandra 

反之 ,对 称 有 界 域 必 为 非 紧 半 单 型 Hermite 对 称 空间 . 另外 ， 
(M, 9) 也 可 实现 为 C" 中 Siegel 域 , 它 是 一 类 无 界 域 ， 

关于 这 一 章 可 参考 下 面 文献 ; 

Helgason[8], I. Satake(20] (这 本 书 出 版 于 本 讲义 写成 之 后 , 此 书 所 引 
的 文献 几乎 包含 了 对 称 Hermite 空间 方面 的 所 有 文献 ), 华 罗 广 [27] 以 及 

M. Lasselle; Les orbites d’un espace hermitian symétrique compact, 
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Inventiones Math. 52(1979), 199~239. 

A. Koranyi and J. Wolf, Realization of hermitian symmetric spaces 
as generalized half planes, Ann. of Math. 81(1965), 265~288. 

J. Wolf and A. Koranyi, Generalized Cayley transformations of 
bounded symmetric domains, Osaka J.Math, 10(1973), 441~ 475. 
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Se RES 


$ 1 复 半 单 Lie 代数 的 构造 


下 面 叙 述 半 单 Lie 代 数 的 构造 理论 . 详细 的 请 参考 
Humphrey[10], 

定义 Ho 为 实 或 复 Lie 代数 . oH TAA b KH Cartan 
FRE, 如果 

1) 5 是 9 的 极 大 宕 零 子 代数 ， 

2) WN) =b, 其 中 入 (6) 称 为 5 的 正规 化 子 ,定义 为 

N(o)={XE€ag|[X, HCWN. 

定义 设 g 为 实 或 复 Lie 代数 ， 取 Eg， 设 xd) 的 特征 

多 项 式 为 
det(t [—ad(X)) =t"T Ppa (Oe PAE, 

其 中 m=dimg, Pi(X)#0, YX Eg. Wl) 称 为 Lie 代数 9 的 秩 . 

BR, Paal X), …， PLIVE X 的 多 项 式 ,， 确 切 地 说 ， 在 8 
中 取 定 一 组 基 后 , 是 AX 的 坐标 的 多 项 式 . 

EM Ho 为 实 或 复 Lie RM, EKRA I, MRa PERL, 
使 得 P(X) 40,0 X 称 为 正则 元 素 . 

BR, 8 中 所 有 正则 元 素 构成 的 集合 是 6( 作 为 R" g COWI 
稠密 集 ， 又 熟知 有 下 面 定理 : 

定理 1.1 Roa 为 实 或 复 的 见 维 Lie 代数 ， 对 每 个 正则 元 素 
到 GE9 记 

g*={Y €g |ad _X)"¥ =0}, 

Ro? Wa Hj Cartan 子 代数 ， 

定理 1.1 中 的 97 实际 上 是 48 关于 dX 的 根子 空间 分 解 中 ， 
属于 特征 根 零 的 根子 空间 . 
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通常 我 们 称 线性 空间 CRM A) 上 线性 变换 A ERRA, i 
REFERRE k, (E A=, 其 中 0 为 零 线性 变换 , 称 A 为 半 单 的 ， 
如 果 A 的 极 小 多 项 式 没有 重 根 . 于 是 在 C 上 4 是 可 对 角 化 的 线 

命题 1.1 ng XERA Lie th RXEG, KRadX 是 半 
单 的 , 刚 存 在 一 个 Cartan fF (RM OD YX, 

证 RX Per CCX) ={Yea| LX, VF] =}. BR 
Gx=(adX)g=(X¥, a]. HF adX 半 单 ,显然 8 可 分 解 为 子 空间 
HRM, 8 一 C(X) 十 8x， 定 义 映 射 Px CCX) x gx 为 

dx(Y, Z) =exp(adZ) (Y +X), 

则 此 映射 bx 在 (0, 0) 之 Jacobi 映射 为 

(Y, 2)—>Y +[2, X]. 
由 于 ad( 邓 ) 在 gx 上 非 退 化 ， 所 以 (Y, >Y +Z, XO, 
MA EEL i， 因此 $x(0, 0)= 了 是 8 For MAR prO) 
* 8x) PROPS RS, 由 于 正则 元 素 集 稠密 , 故 在 在 正则 元 素 

X1E hx(O(X) x gx). 
它 可 写 为 px(Yy, Z1) =exp(adZ1) (Fit+ X) = Xi, 
其 中 了 1E0( 于 ), Z1E8x。， 由 于 exp(ad2Z1) 为 8 之 自 同 构 ， 所 以 
Yit X =X, 也 是 6 中 正则 元 素 ， 然 而 ,了 EO( 下 ), XECCY), 
所 以 XEO). WM [Xa X]=0, MEM JER 了 ,决定 之 
Carian FAR Sr DX. WBE. 

下 面 一 系列 定理 是 熟知 的 ， 

定理 1.2 Ho 为 实 或 复 半 单 Lie 代数 ,5 为 8 中 子 代数 ， 则 
b X Cartan 子 代 数 当 县 仅 当下 面条 件 成 立 

1) 0 是 9 的 极 大 交换 子 代 数 ， 

2) ad( 瑟 ) 是 半 单 的 , YH ED. 

1.3 eo WH Lie # G fy Lie 代数 W g 的 子 代数 
为 Carian 子 代数 当 且 仅 当 日 是 g 的 极 大 交换 子 代数 . 且 8 的 任 
一 元 素 , 必 落 在 某 个 Cartan FARR, 

”定理 1.& KS WR Lie 代数 或 9 为 紧 Lie TAY Lie 代数 . M 
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a 中 任 两 Oartan 子 代数 bi bs ASEH. CIA a 的 附属 群 
Adla) HEE a, 使 得 a(51) = ha, ) 
定理 工 .5 ( 复 半 单 Lie 代数 的 构造 定理 ) Ko ARAM Lie 
代数 ,0 为 g 的 Cartan FRR. id Ab we SC E 
所 有 线性 函数 构成 的 线性 空间 ). 则 在 DD 中 存在 有 限 集 4， 称 为 
KTG, DOBRA, CAMPER: 
a) fac 4, iE 
Ga= {X Eglad(H) X=a(H)X, VHEH}, 
No.#0), Ao 有 如 下 的 空间 直接 和 |; 
a=h+ Z ta, 
b) dimega=1, Va€ A, 
0) 记 g8 的 Killing XX B, W 
| B(Ga, G2) =0, WatB0, a, BEA, 
又 了 在 ge<xg-o YaE4 及 jx 上 都 非 退 化 . 
d) 在 gc 中 存在 非 堆 元 素 Xa, Vee 4, 使 得 下 面 关 系 成 立 ; 
1) [Xa 于 -ad= 五 。 这 里 互 <Eb, 由 于 式 唯一 定义 为 
a(H)=B(H, Ha), VHED. 
2) MRatf40, a, BEA, W 
LX., Xe] -{ NagXars, at+BEA, 


0, at+BE¢ A, 
其 中 Na,g 必 为 非 零 实 数 . 
6) PH Ho, Va 4 生成 的 实 线性 空间 
a= SR*H,, 


RER Hac {NAHs。| YAER]} 是 一 维 实 线性 空间 , 以 Ha HERR. 
我 们 称 ja 为 9 的 实 部 , 它 有 性 质 

1) b=br t V—I ba, BRN MV—1 bn= (0). 

2) Bebe 上 的 限制 为 Sn 上 的 一 个 内 积 . 

3) B+ aC 4 限制 在 br 上 是 Dr 上 的 实 线性 函数 . 

出 这 个 构造 定理 ， 我 们 可 以 构造 复 半 单 -DLie 代数 g 的 一 个 紧 


v 108 + 


实 形式 gs 如 下 : 令 
Bu =N 一 二 bat R(X + Xa) +E R{V—1(X— X_)}. 


此 紧 实 形式 通常 称 为 8 HERH. 
wil 记 
g=sl(n+1, C)={AEM,.1(C) |T,A=0}, 
它 是 Ay 型 单 Lie 代数 .9 的 Cartan 子 代数 由 g 中 所 有 对 角 方 阵 
构成 , 即 
p= {ding (a, … 1) 1 Sn0}, 
则 A= {uyl Li, jnt, ij}. 
而 X ya, = By, X yw — By, i<j, 
其 中 Ey WA iI BIRKA 1, 其 余 位 置 元 素 为 零 的 mw 十 1 阶 
复方 阵 . o D 
H-n = diag (0, =, 0, 1, 0, =, 0, —1, 6, ---, 0), 
又 
7 g.={XEM,(C) |*¥+X=0, T,X =0} 
= Lie SU (n+1) =su(n+ 1). 
“继续 用 定理 1.5 的 符号 ， 由 于 9g 的 Killing W B Hb 上 非 退 
44, FEO" PER A, 自然 存在 H Eh, 使 得 
MH) =B(H, H), VHES, 
THAPH, Æp FB) 上 的 线性 同 构 . 
显然 ,和 E10" 诱导 了 Dr 上 实 线性 形式 当 且 仅 当 H, Cbr. 考虑 
Dr 上 所 有 线性 形式 构成 的 线性 空间 br. TÆ {H.C Dr| 和 E90 与 
ba 也 有 自然 的 线性 同 构 关系 . 
注意 BB 在 Dr 上 为 内 积 ， 即 为 实 定 正 对称 双 线性 应 数 ， 于 是 
相应 在 名 上 定义 了 一 个 内 积 《 ,>》, 它 可 以 定义 为 
<A, up =BCH,, H,), VA, MEDR, 
这 里 自然 H, H Ehr. 
定理 1.6 符号 同上 , 记 亚 = 名. 于 是 根系 4 为 了 的 子 集 . H 
适合 下 列 条 件 : 
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D 大 由 了 实 线性 生成 . 
2) Rad, FACE, ,使 Ca€ A, M C= +1, 
3) 对 每 个 ag 4, 定义 Vv 上 映射 Da: 

SaO) =a E a, VAEV, 
自然 Sa 为 了 上 线性 变换 , H Si=idy, X Sa 保持 内 积 不 变 ， 即 为 
TEAR, AAT ASN 

{AE V | <A; o> =O}, 

即 为 了 RP. So 称 为 关于 此 超 平 面 的 反射 ， 又 S(s) =A, 

4) BEA 对 一 切 w，BE 4 都 是 整数 . 

定义 RV HARARAES I, RAAB <>. V 由 有 限 
集 4 如 果 适 合 定理 工 .6 的 条 件 1) ~4), M 4 称 为 根系 . 

设 4 为 根系 ， 则 由 4 定义 的 反射 {Salac 4} 生成 了 一 个 由 
V BIER BRR AW, RAHA Weyl 群 . 

已 知 对 复 Lie 代数 9 及 其 Cartan FRE, 由 (9g,，b) 决 定 的 
根系 4 是 六 =B5 中 的 根系 ， 由 于 Cartan FRA HIER, BLL 
根系 在 同 构 下 唯一 决定 。 故 可 称 为 8 的 根系 .根系 中 元 素 书 根 . 

下 面 一 些 内 容 , 在 本 书后 耐 经常 要 用 到 . 

命题 1.2 BAAV PRA. Rea, BEA 设 

B~—ra, B—(r—l)a, ++, B—a, B, Ba, =+, 
B+(s—Da, B+sa 
都 是 根 ,而 6 一 (r+t1)o, B+ (s 十 1)a 都 不 是 根 . 则 它 称 为 根 链 . 
这 时 有 


__ 268, a 
<a, a> * 

定义 设 SAV PRA. APR m= {a …, a} RAR 
RH, WR 4 中 任 一 元 a, 必 可 家 为 
(1.1) gw 一 fd404 十 … 十 motz， 
其 中 n, …', n 为 整数 。 Ban, …, n 同 为 非 负 整数 ， 或 者 
no Wy 同 为 非 正 整数 . 
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在 每 个 根系 中 必 有 素 根系 存在 ， 事 实 上 , 在 线性 空间 六 中 下 

HREF. PEV 中 取 定 一 组 基 e …, On. V 中 两 向 量 
A= Mbr tF Ann, B=0181t "+ Onen, 
MR a#B, WA PRBS, ME a=b CT 一 0 1 ce 天 及 当 
O> b: 时 , 则 记 作 w> 之 B, 称 为 wk 大 于 B， 于 是 在 下 中 引 进 了 序 , 关 
于 这 个 序 ， 如 果 w>0% WV Pie wx 称 为 正 向 量 . 因此 根系 4 中 
元 素 分 成 正 根系 4+ 及 负 根 系 4 两 部 分 , A 
4=LU4d, and =¢, 

一 个 正 根 如 果 不 能 分 解 为 两 个 正 根 之 和 , WER BUT AT 
素 根 构 成 的 集合 符合 定义 要 求 ,所 以 构成 素 根系 ， 这 也 证 明了 素 
根系 的 存在 . 

如 果 根 系 4 有 两 个 素 根系 m, ma WAFER E Weyl 
HOW 中 一 元 素 w, 使 w(wi) = ma, k 

EM 设 4 为 线性 空间 大 PRR. MARC. mR AS 
解 为 两 个 不 相交 非 空子 集 4， 心 之 并 , 即 

4=AU 4s, 40 =, 4, lažo, 

H <4, 4o>=0, BE 小 和 省 关于 《,> 互相 正 交 ， 则 称 4 为 可 分 
RB). AM ROA Oy] Sy BY. 

熟知 复 半 单 Lie 代数 9 有 Cartan FARO, KF (9， DAN 
系 4， 则 8 单 当 且 仅 当 & 的 根系 不 可 分 解 . i 

SLA Lie 代数 的 分 类 化 为 不 可 分 解 的 根系 的 分 类 ， 从 而 化 为 
不 可 分 解 的 素 根系 的 分 类 . ; 

首先 , 证明 任 取 两 根 w，B, <a, A><B, 内 一 0, 1, 2, 3 之 一 ， 
对 素 根系 ,可 以 定义 Coxeter 图 如 下 : 3E m= {en +, a}. 在 经 
上 标 了 个 点 ,分 别 用 oa， es a WZ. WR <a, a? = Cay, ap =0, 
WE ENAR j 个 点 不 联 线 ; 如 果 a, a> = la 0, MSA 6 
个 点 和 第 7 个 点 联 线 ， 当 《op ala a =p, ME p RR. AR 
pi, 2, 3 之 一 ， 这样 得 到 的 图 叫 w 的 Coxeter i, wm RE 
Coxeter 图 上 按 某 种 规律 加 上 箭头 , 则 称 为 «的 Dynkin 图 . 

因此 复 单 Lie 代数 的 分 类 , 用 Dynkin ARR, WAR VIL 
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$ VI 复 单 Lie 代数 的 Dynkin 图 ， 


An nel 

ooe s su ooa 
By n>2 

ooi oomo 
Car n23 

oo 一 -oo 0—— 0<—=0 
Dy nea 

oo 
Ee: 
Er 

o— o 
Es; . 
Fa o 
oo 一 字 o 一 一 
Ge: 
o=o 
下 面 叙 述 复 半 单 Lie 代数 的 表示 论 ， 


记 g 为 复 半 单 Lie 代数 , X g 的 0artan 子 代数 . V WAR 
维 复线 性 空间 , L(V ) 为 族 上 所 有 线性 变换 构成 的 上 ie 代数; 

定义 Be goalV)AG 的 一 个 表示 ， 表示 空间 为 六 E 
SRA VEV, 140, 使 得 
(1.2) pCH)v=A(H)v, VHES, 
KPACH*. WARARA p 的 权 、 属 于 权 和 的 根子 空间 为 

= {vEV | p(H)v=A(A)e, VH EG}, 

它 称 为 属于 权 关 的 权 室 间 . 
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由 此 定义 可 知 ,9 的 根 即 9 的 附属 表示 ad 下 的 权 . 

命题 1.8 s 的 表示 p 的 权 入 在 9b 的 实 部 ba 上 是 实 值 线 性 函 
数 , 即 属于 加， 所 以 和 可 看 作 是 ba PRR. 

在 复 半 单 Lie 代数 g 中 取 定 关于 (g, 9) 的 素 根系 

m= {a +, a}, 

定义 g 的 表示 p 的 权 入 称 为 最 高 权 , MR Ata, i= 1,2l 
都 不 是 p 的 权 ， 权 入 称 为 最 低 权 , 如果 入 一 ci 一 二 2, +, [都 不 
是 p 的 权 . 

定义 bs 中 元 素 入 称 为 整形 式 , 如 果 


24, o> o> EZ, i=1 9 see 1 
Cou, a> a> 3 fy Ss Ys 


Hp Z EERS. 

如 果 Ye oe, i=, 2, …， TARE DME, M 称 为 强 灶 
形式 . 
定理 1.7( 最 高 权 定理 ) 记 9 为 复 半 单 Lio RM, 而 多 4 w 
如 前 , 则 有 

a) 不 可 约 表示 p，8->91(V) 有 唯一 的 最 高 权 , 它 的 权 空 间 是 
一 维 的 . 

b) o 的 两 个 不 可 约 表 示 等 价 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 最 高 权 . 

o) Be HERA ARTE a 的 不 可 约 玫 未 的 最 高 权 的 必要 具 充 
分 条 件 为 是 强 整形 式 . 

a) 设 p: g->g1() 为 8 的 一 个 表示 ， 设 表示 p 有 最 高 权 XE 
咏 ， 记 v0 为 矿 中 属于 权 入 的 权 向 量 ， 则 表示 p 不 可 约 当 县 仅 
H V= {ad(X)v|IX Ea}, 

例 2 对 例 工 给 出 的 Lie RR a=sl(n+1, C). BAI 

b= {ding (da, … dees) | Sh 0}, 
A={Ay—My|i#j,1<4, j<nt+1}, 
Wy He w= {Aa Aa, t+, An— Anes}. TE be 中 强 整 形式 形 如 


Mihi t t Masada, 


e TTT 


其 中 m, 为 整数 , mem, 1ht<jRut+l, 

当 mar =O BY, ma, nm 是 唯一 确定 的 。 

注意 ,对 g 的 不 可 约 表示 , 也 训 以 用 “最 低 权 "来 代替" 最 高 权 ” 
进行 参数 化 ， 事实 上 , 9 的 不 可 约 表示 的 这 两 类 权 , 存在 Weyl 群 
中 一 个 唯一 前 元 素 o, 使 得 om) = 一 ww, 它 将 其 中 一 类 权 变 为 男 一 
类 权 ， 
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在 这 一 节 引 进 Borel 子 群 和 抛物 子 群 .它们 在 紧 齐 性 复 流 形 
的 研究 中 扮演 了 重要 的 角色 ， 

定义 KG ABBR Lie 寿 , 9A G H Lie 代数 ，G 的 极 大 
可 解 子 群 ， 称 为 Borel 子 群 。 相 应 9 的 极 大 可 RT RB, KH 
Borel FRK. 

由 下 面 定理 可 知 ，Borel TROX GREBS Lie TH. Br 
以 在 G 的 连通 子 群 和 8 的 子 代数 间 的 一 一 对 应 下 ，Borel 子 群 一 
一 对 应 于 Borel 子 代数 . 

为 了 证 明 Borel -F #MSESETE, 先 证 明 

22.0 KGLmt+1,0 €E CH 上 的 作用 诱导 了 
GL(n+1, C) 在 射影 空间 PC) LAER. WRG ®GL(n+1, 
C) 中 的 连通 可 解 Lie 群 ， 且 将 PC) FIG M RHE 
BMG M)=-M. WE M 中 存在 一 点 %w, 使 它 在 G 中 所 有 元 素 
作用 下 不 动 . : a 

证 记 @ 的 [Lie 代数 为 9. g 的 复 化 为 95， 复 Lie ta as x 
BRT GL(n+ 1, cc) 中 连通 复 Lie TH, id Ge. BR, Ge 为 可 解 


* 原来 证 明 见 A. Borel-R. Remmert, “Uber Kompakte homogene Kiihlersche 
Wannigkaliigkert”, Math. Aunalen 145 (1962) ,429~439. 
现在 这 个 证 明 是 不 完全 的 , 这 是 因为 在 MOT, 中 可 能 有 奇 点 . 详细 证 明 要 用 到 
代数 妃 何 若干 知识 .. 可见 A. Borel, Linear algebraic groups, Benjamin, 
1969. 
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Lie 群 . 由 Lie €M, fe C* 中 存在 一 组 基 ， 在 此 基 下 Ge 中 元 都 
表 成 上 三 角 方 阵 ， 由 这 推出 在 PO 中 存在 子 空间 序列 
TooToo CT 4-1, 

使 得 dim 7. =4, A @ Æ T: EVEN, URW T, i=0, 1,0, n 一 i. 
HTM APORTE, Brust PC) PREFER. 因此 
存在 一 个 子 空间 ,使 T 了 ;由 中 至 少 包含 一 个 扳 立 点 to. 

由 于 GCG: 连通 , 且 将 MNT; 映 为 自身 . 这 推出 alr) =a, 
Vaca. 引 理 证 完 . 

定理 2.1 设 G 为 连通 复 Lie 群 , 8 为 G Wh Lie 代数 , 则 有 

a) GAY Borel FR B Æ GEMAH Lio FH. 

b) N(B)=B, HH N(B) X BEG 中 的 正规 化 子 ， 

c) G 的 两 个 Borel THE HHH. 

证 先 证 Borel 子 群 是 G 的 闭 复 子 群 。 今 对 复 Lie HG, 
则 Gr AR Lie 群 . Borel FH BEM Lie 群 Ge 的 极 大 可 解 子 群 . 
显然 (万 JocC BS, 其 中 “一 ”表示 集合 的 闭 包 , B? =B, BO = (BY, 

Bo) 为 Be) HRT. m B 可 解 , 所 以 证 明了 B 可 解 ， 但 

Bikk, BBB=B. 所 以 Borel F$ B X Gr MTR, 因此 为 实 
Lie 群 ， 它 对 应 Lie 代数 5 为 Ge 的 实 极 大 可 解 子 代数 , 自然 (6°)R 
也 是 gr 的 实 可 解 子 代数 . 这 证 明了 Bb。 Bb 为 复 子 代 数 ， 所 
以 证 明了 Borel 子 代数 B 为 闭 复 子 Lie F$. 

再 证 B 连通 , 且 N(B) 一 B， 记 B" 为 B 的 单位 分 量 。 问题 
化 为 证 B= B, NCB) =B”, BS, N(B)DBDB, RABE 
N (B®) = B° 即 可 . 

WRAG 的 根基 ， 它 是 Lie 代数 g 的 根基 上 所 对 应 的 连通 
Lie 子 群 ， 显 然 晴 为 G 的 闭 正规 子 群 , 且 RCB, 于 是 商 群 B/E 
CG/R.， 若 能 证 B/B 的 单位 分 量 (B/R)"*=B%/R 有 NN((B/R) 
= (B/R)°, 其 中 入 ((B/R)) 是 (B/R)" 在 G/R 中 的 正规 化 子 , 自 
BRON (B/R) = B/R, 于 是 入 (B8") 一 B*， 由 于 Lie G/R BM, 
因此 问题 化 为 G 是 半 单 的 情形 . 

SG 为 复 半 单 Lie 群 ，g 为 复 半 单 Lie 代数 ， 昌 为 其 Cartan 
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子 代数 ，9 关于 5 分 解 为 根子 空间 直接 和 
(2.1) a=b + Dg. 


其 中 4 为 关于 (g, DRRR, Æ br 中 引进 正方 向 , 于 是 4 分 解 为 
TERR 4 及 负 根 集 全 之 并 ,在 4 中 取 定 素 根 系 a, > 

(2.2) b=0+ > Ga, 

显然 8 为 可 解 Lie 代数 , ABA. ENA Borel 子 代 数 . 

设 0) 已 经 证 明了 . FRAME RT, 我 们 可 以 无 妨 取 
Borel 子 群 好 ,使 其 Lie 代数 即 b, 

今 任 取 4%EN(B"), 于 是 sd(a) 诱 导 了 B 的 自 同 构 . 所 以 它 
的 微分 〈 仍 用 ad(a) Fm) 给 出 了 Lie (ROM AMM. HR 
ad(a)9 都 是 5 的 Cartan 子 代 数 . 由 定理 1.4, 于 是 存在 6€B?, 使 
ad(b)b=ad(a)h, Bl ad(d-*a)§=b. BH, ad(bta)b=b, PLATE 
为 g 的 内 自 同 构 ,ad(2 "14) 将 Cartan 子 代数 0 RAS, 将 正 根 
映 为 正 根 . 所 以 在 g 的 Weyl 群 玉 中 存在 一 个 元 素 w, 它 是 日 上 
的 线性 变换 , 且 等 于 adba Ebh LRE. HF o KERRY 
自身 ,所 以 w=id6。 这 证 明了 ad(b-1a) |b = idp. 

EG 中 取 对 应 子 代数 上 的 连通 Lie 子 群 人 这 证 明了 6-!14€ 
O(T), 即 了 了 的 中 心 化 子 . SHF T X Cartan Pie b 对 应 的 连 
通 Lie 群 ， 即 为 Cartan TH. FSET 的 中 心 化 子 OC(T)=T， 这 
证 明了 bcETCB%， 所 以 由 5EB0o 有 awE€B?， 这 证 明了 

N(B°) = B?, 

现在 来 证 明 ©), 无 妨 设 Borel F # BMT Lie 代数 5 È 
由 式 (2.2) 定 义 . 记 dimeb=r, 

s 中 所 有 "7 维 复 子 空间 构成 集合 Gr(g,r). 自然 5 是 Gr(g,*7) 
中 一 个 元 素 ， 在 Gr(g, 7) 中 自然 地 引进 拓扑 , 可 使 Gr (g, 7) 为 紧 
RWB, 它 就 是 复 Grassman 流 形 。 另 一 方面 , 考虑 关于 复线 性 空 
闻 48. 的 7 次 外 形式 构成 的 线性 空间 4"g， 这 个 空间 中 的 一 维 复 子 
空间 作为 元 素 ， 上 自然 地 构成 一 个 射影 空间 P*(C)， 下 面 建立 
Gr(g, DA P(O AWS RAB ON FE, 对 ara, 7) 中 任 一 元 
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素 ,作为 a 之 7 维 复 子 空间 ,在 其 中 取 定 一 组 基 . 这 组 基 的 7 次 外 
RE Ao 中 元 素 , 过 这 元 素 的 复 直 线 ( 即 一 维 复 子 空间 ) 为 PY(C) 
中 元 素 ， 用 这 样 的 办 法 建立 了 一 个 从 Gr(g, r) 到 Pr(C) 内 的 一 
一 对 应 、 易 证 这 是 全 纯 同 构 . 

今 对 中 元 4, ada 的 微分 为 8 的 内 自 同 构 ， 所 以 诱导 了 
Gr(g, 7) 上 的 全 纯 自 同 构 ， 在 这 意义 下 , 我 们 称 G 附属 地 作用 于 
Gr(g, 7)， 前 面 已 经 证 明了 ,如 果 4EG, 使 cd(a)6=5 N aE B, 
所 以 e->ad(a)6 给 出 了 G/B 到 Gi(g, r) 内 的 双全 纯 内 射 。 在 下 
一 章 定理 3.1 中 将 证 明 G/B ARARE, MUSA GG, r) 
后 ,为 GQ,(g, 7) 的 紧 复 子 流 形 ， 而 ala, r) SERA PN(C) 中 为 
REPRE. RU G/B SoA P O 中 为 紧 复 子 流 形 m。 $ 
G 全 纯 地 作用 于 G/B， 导出 G 附属 地 作用 于 'G-(g, 9, 从 而 诱导 
了 G 射影 线性 地 作用 地 PY(C)， 这 也 给 出 了 G 到 Pr(C) 上 射影 
变换 群 内 的 一 个 同 构 ， 这 个 同 构 将 in 变 到 自身 ， 

设 复 Lie 群 另 有 一 个 Borel 子 群 B', 它 作用 于 G/B 之 m. 应 用 
引 理 2.1, 我 们 得 到 G/B 中 一 点 4B, CEB FR, Bl 54B 一 
aB, V6EB'. 或 BCaBa-!. 但 B 为 极 大 可 解 子 群 ,而 aBa 也 
是 可 解 子 群 ， 所 以 证 明了 B’=eBa +, 这 证 明了 定理 3.1， 

注意 关于 Borel + AES HEY Lie 代数 证 明 ， 请 见 Hum- 
phrey [10]. 

EN UG HES Lic 群 ,8 为 G W Lie 代数 . G HH Lie 
子 群 已 如 果 包 含 了 G 的 一 个 Borel FH, 则 称 为 抛物 子 群 ，4g 的 
复 Lie FRAP 如 果 包 含 了 g 的 一 个 Borel FRR, WEA 
FRA. 

在 下 面 , 我 们 将 要 证 明 抛物 子 群 必 连通 . 所 以 在 Lie 群 的 连 
通 子 群 和 它 的 Lie 代数 的 Lie 子 代数 间 的 一 一 对 应 下 ， 抛 物 子 群 
和 抛物 子 代 数 闻 也 有 一 一 对 应 . | 

定理 2.2 VB Lie G 的 抛物 子 群 了 是 闭 的 连通 复 Lie 
子 群 , 且 了 =NW(P), 其 中 入 (P) 为 PP 的 正规 化 子 . 

证 E P 为 抛物 子 群 PP 的 单位 分 量 ， 如 果 证 明了 NN(P) 一 
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Po WA VCP) DPI ae PHP’, APH. RAF 
NCP) 为 G PATS m P=N CP), BA PAATE AR, 
这 时 P=NCP). 

FEWE PNO., 今 任 取 a€EN(P?)， 由 于 已 知 G 的 
Borel 子 群 连通 ,而 己 中 有 G 的 Borel FE, wH B, WA PDB, 
任 取 2EN(CP?)， 自 然 aBatcP, 而且 apBa- 为 的 Borel 
Fi. h Borel FRERE X TIA B K aBa h E A M R Lio 
群 书 "的 Borel 子 群 , 用 定理 2.1 的 b) Re), FFA OEP’, 使 得 
B=baBa b-t, 这 证 明了 BeEN(B)= 万 ,所 以 5=01BCPo 这 
WEHT NCP!) = P, 定理 证 完 . 

设 9 为 复 半 单 Lie 代数 , 日 为 5 的 GOartan 子 代 数 . Ha 关于 
adh 分 解 为 根子 空间 直接 条 

o=b+ 2 Ga, 
其 中 4 为 关于 (g, DWBA. 记 4 为 正 根系 , 全 为 负 根系 , m 为 
ABA, WA Borel 子 代数 

6=b+ 3 Ga. 


定理 2%.8 ASA L, Way Borel FUR b 的 抛物 子 代数 
必 形 如 
Pars =D 十 > Ga; 


AEA [or 4] 
其 中 mo 为 = 的 一 个 子 集 , [wo] 为 由 mo 中 素 根 生成 的 根 ， 而 且 
to = {a€ | gap}. 
WEL, 4447 Borel 子 代数 6 的 抛物 子 代数 和 素 根系 x 的 子 集 
mo 间 有 如 上 的 一 一 对 应 关系 . 
证 RMF RM PIS, HOD), PRL PDH. Mp 可 按 
ad) RTENE 即 存在 4 中 子 集 dy, 使 得 
p 一 0 十 2) Gat 之 go- 


m= {a€x|—a€ Ay}, 
只 要 证 明 [ol = 40 就 行 了 .这 里 [oj = [o] N A. 
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可 


为 方便 起 见 , 记 No = {01, wnt Os}, w= (ay, “"'y a}, 任 取 BE 
[ro], 则 


B= ~—niai— ~ nos, 


其 中 na, oo, m 为 非 负 整数 ， 今 B, B>—— Binks, >O, BFL 


在 1,2,…, s 中 必 存 在 一 个 指标 i, E na > 0, <6, a> 一 0。 由 命 
题 1.2, 6 十 o€ 4, RE Ata,=0, 这 个 过 程 依次 作 下 去 ， 则 存 
在 一 批 指标 ia, …, 名， 使 得 1 委 和 pp， 和 5， 又 B，B+ai 
B+otos, t, Bar Hant :to ELI, B Hata tHe +a, = 
0, FER 一 or e, =a, E A, AAA p 为 子 代 数 ,由 Ba, + 
sta, = EAA, un E & Bante tana = (B+ta,t 
eetan) tC San) EL WM Bart tan EA RK K 
HEFE, EEH T E= (Bta) tan) EA. BPW WET 
[ro] TA. 

R FEl] Ds. SER BE 4. RATE <i, ia e 
<l, 使 得 


B, B-+ay,, ++, Barteee tann EI, 
Bta, t-ta, =0, 

所 以 只 要 证 明 ; 设 EA, uE ro ti +E 4, 则 有 6+a€ 性， 
从 而 1<i<s, 如 果 这 点 证 明了 , HBC 45, Ba EA RA B+, 
ED, ISKS, X Btoata,=(Bt+o,) +a, 同 理 讨论 , 这 样 依次 
EFE, 最 后 可 证 Bta toetan E a, lu, --, Gas, 于 是 
-an= Bayt tay, € dy, Bl Lis. FLL B= aan E 
[m0], 即 证 明了 47 [org] ~. ， 

今 设 DEd, Ota, 所 以 Ota) Edt, 8647. HF 
b 为 子 代 数 ,所以 只 要 3$+ [-(8+a)] E44 便 有 6+[ 一 (G+o)]€ 
AUS. 4 84+[-O+a)] =—aE 4, HL —a€ A, 即 1<i< 
s。， 因 此 +a€ 4, SEW TA. AGE ye, 

定理 2.4 设 G 为 连通 复 半 单 Lie 群 ,9 是 G 的 Lie 代数 . 符 
号 同 定理 2.3. 则 G 的 任 一 抛物 子 群 P DIES MT Po, 使 
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其 Lie 代数 为 pz 
bm 一 9 十 Bidet 2 9 

证 设 尸 包含 Borel FE B. 记 对 应 g 的 标准 Borel 子 代数 
5 的 Borel FHA B, HEH 2.1 ME ACG, WE B= Ba, 
Fa Pa 为 包含 Borel 子 群 B 的 抛物 子 群 。 由 定理 2.3, 所 以 
a*Pa 的 Lie 代数 为 ps,， 从 而 证 明了 a *Pa=P.,. 定理 证 完 . 

用 定理 2,3 的 符号 ， 则 记 

ge, 一 9 十 2 ga, 


Elro] 
Q] 


ae drii) 
则 抛物 子 代数 bs, 有 如 下 空间 直接 和 : 
Pa = Sath, 
显然 ,1 为 pm FES A, gz。 为 pm 的 子 代数 ,显然 有 
命题 2.1 设 G 为 复 连 通 半 单 Lic 群 ,g AG 的 Lie 代数. 则 

G 的 抛物 子 群 Pa, 有 连通 Lie F HG. RN, HP Gau N 分 别 有 
Lic 代数 gx, n. H Pa, 分 解 为 半 直 乘积 P= GN, : 

为 了 以 后 要 用 ,给 出 下 面 引 理 . 

EM RMA Lic 代数 o 称 为 么 模 的 , 如果 

Tr(adX)}=0, VX Eq, 

B22 复 Lie 代数 g 的 抛物 子 代数 pAs HEARN. 

证 设 复 Lie 代数 9 的 根 禁 为 5, 则 g A Levis} ie g=v+o1, 
其 中 全 为 半 单 子 代数 . 由 于 poy, 记 #ng=p 则 有 空间 直接 和 
bp 一 pi 十 D。 显然, pi 为 91 的 抛物 子 代数 ， 所 以 在 共 辆 意义 下 无 妨 
B P H Pre EFP, 所 以 mr, id bs Wo Kj Cartan 子 代 
数 . 


RH Ebi, aC) >0, Vata, 于 是 ma(HH)>0, Ya€ a, 


A 
Tr(ad, (HY) =Tr (ad, (H) | Pæ) + Tr (ad, CH) |»), 

而 Tr(a} QI) |p) = SY aL) >9, 

又 Tr (ad, (H) |v) = rr Cad, (H))., 
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& X-ady(X), VX Car 为 半 单 Lie 代数 un 的 一 个 表示 , 表示 空 

间 为 0. 由 gz 半 单 ,按照 复 半 单 Lie 代数 的 表示 理论 , A 
Trad,(X)=0, VXEg. 

特别 Tr(ad, (H) |v) =0, 这 证 明了 Tr(ad,CH))>0, HA p 不 是 

么 模 Lie 代数 ， 引 理 证 完 ， 
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定义 ”如 果 齐 性 复 流 形 用 能 表 为 复 旁 集 空间 G/P, HPG 
为 连通 复 Lie F, P 为 GQ KRUTE, WM KA D Sia. 

设 G/P 为 D 空间 . WN 为 G 的 根基 ， 它 是 G 的 闭 正规 复 
子 群 ,而 且 忆 二 六 所 以 GJ/P 全 纯 同 构 于 (G/N)/ (P/N)， 因 为 
G/N 为 复 半 单 Lie FE, P/N 为 G/N 的 抛物 子 群 。 所 以 无 妨 设 G 
为 连通 复 半 单 Lie 群 。 由 于 定理 2.4 ATM HP eT 
标准 抛物 子 群 Peo 所 以 我 们 证 明了 任 一 DD 空间 以 必 可 表 为 复 旁 
集 空间 GQ/P:。， 其 中 G 为 复 连 通 半 单 Lie f, Pa 为 G 的 抛物 子 
FE, FE Lie 代数 Pr, 定义 见 式 (2.2) . 

例 1 设 G=SL@m+1, C), MM g=sl(n+1, C)， 而 

b= {diag (Aa, set, Anat) | Sao}, 
A= {u 1<4, j<nt+1, itih, 
w= {u un] Lin. 
如 果 wosp, W Pr X Borel 子 群 , 它 由 G=SDZm 二 1 C) 中 所 有 
上 三 角 方 阵 构 成 . 
下 面 给 出 G/ Ps 的 几何 解释 . 
定义 C 中 子 空间 序列 
Vic Yace CVn 
适合 dim V,=i, i=1, 2, -+, n, W {Va Va, e, Vat 称 为 一 个 
旗 。 所 有 旗 构 成 的 集合 M 叫 旗 流 形 . 
下 面 给 出 旗 的 一 种 表示 式 
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设 {Va Va e, Vn Hit. 由 下 CVC…CV 及 dim V=, 
MAV tHE a Ja, FE Va 中 可 取 基 a, aa, 1 在 Vn PAR 
as …, an 自然 ， 旗 可 用 C 中 %w 个 有 序 的 线性 无 关 的 向 量 
{ar …， On} RRR, BR, RU KE. CHp ea 
fas, ol 和 {B1, =, Ba} RIA TA + EY BERG, 
A<i<n, M fou, +, a} 和 {By +, Bot 为 同一 个 i 维 子 空间 的 
两 组 基 。 

记 o 

e= (0, ==, 0, 1, 0, =, DECI 4=1, 2, n, 

则 由 {61,…, eat FETA AYER Cy ERR, 

显然 G 中 使 标准 旗 变 为 标准 旗 的 方 阵 全 体 构 成 Px,， 又 对 任 
一 个 弃 , 在 G 中 必 存 在 一 个 方 阵 , 将 标准 旗 映 为 它 ， 所 以 G EM 
上 作用 可 递 ,而 关于 标准 旗 的 迷 向 子 群 为 Ps。 所 以 M TRAS 
集 空间 G/P,., WPI GP. 的 几何 实现 ， 所 以 GY Ps 称 为 
旗 流 形 , HpG-SLa+i, ©), Pa 由 迹 为 1 的 上 三 角 方 阵 构 成 . 

如 果 取 ro= {uM 5 一 2, 3，,…, n}, 这 时 容易 证 明 以 Cm 
中 所 有 复 直线 定义 的 复 射 影 空间 P"(C) 可 以 表 为 G/P。. 

定理 3.1 也 空间 用 是 单 连通 的 紧 复 流 形 . 

证 ”由 定义 ,了 D 空间 MAERA GPa 其 中 G 为 连通 复 半 单 
Lio 群 , Px, 为 标准 抛物 子 群 。 而 G 的 Lic 代数 有 根子 空间 分 解 

8 十 之 gw， 
JE b oy Cartan 子 代数 ， 于 是 g 的 西 限制 为 
gua Vist SRK a+ Xa) HEPNI. X-a). 


由 于 


ta =h 十 之 go 十 之 ga DH 十 之 gu 一 日 ， 
ae AP GE ixg]~ ae dt 
所 以 有 OR = Hut Pap. 
S Ga 为 实 Lie 群 。 对 应 紧 子 代数 gu 的 连通 Lie 子 群 记 作 G. B 
AG. AK Lie 群 ， 由 于 O= Gu Pao PUG, 在 G/P- 上 可 递 . 
因此 取 定 一 点 0=eDPzs,, WW G/P.,—-G.(0), 由 4 紧 , 所 以 GCO) 
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紧 ,这 证 明了 G/P., 紧 . 

下 面 证 G/P-。 单 连通 . 记 G 为 G 的 通用 覆盖 群 ,覆盖 映射 为 
o, G>G, TE ot (Pn) HG 中 抛物 子 群 , 由 定理 2.2, 它 连 道 . 
而 G/ Ps 的 通用 覆盖 空间 为 @/o-1(Ps,)， 它 全 纯 同 构 于 GPa 
这 证 明了 G/ Ps 为 单 连通 的 .定理 证 完 . 

下 面 给 出 D 空间 M=G/P,, 到 复 射影 空间 内 的 殿 入 映射 , 方 
法 是 利用 G 的 不 可 约 表示 ， 为 此 , 先 证 明 下 面 引 理 . 

引 理 8.1 Ho 为 复 半 单 Lie tH, FSS, 4 xz 如 上 , Ba 
有 不 可 约 表示 p: dV), HPV 为 有 限 维 线性 空间 ， 设 4 为 
表示 p 的 最 高 权 ,， 4 的 权 空 间 为 一 维 子 空间 4， 任 取 Xeg. W 
oA X)V CV, 当 且 仅 当 了 Epx， 其 中 pw。 是 由 素 根 集 xo= {aE 
a\<A, o>=O} 决定 的 8 的 抛物 子 代数 . 

证 设 G 为 单 连通 复 Liot, CH Lio 代数 为 8. RG WE 
的 最 大 紧 子 群 ,使 G, 的 Lie 代数 a. 为 8 中 本 限制 .确切 地 说 , 设 
g 有 Cartan 子 代数 5, 关于 (g, 5) 的 根子 空间 分 解 为 


g=h+ 之 gw 
则 gu= MV -lnt DR(a t X-a) +IR VTI- Xa), 


SPO XE Gs, 为 标准 基 元 素 ， 适 合 在 $1 中 给 出 的 乘法 关系 . 
我 们 可 以 假设 Lie 代数 g 的 表示 p 由 Lie HG 的 全 纯 表 示 所 
诱导 .这 个 全 纯 表 示 仍 记 为 0, 表示 空间 仍 为 V, 所 以 
PACELT), 
由 于 Gs 紧 ， WUE V 上 存在 Hermite AMC ), 使 得 
(olau, plav) = lu, v), Vu, veEV, a€G,, 
于 是 (e(X)u, v)+ (u, pl Xjv)=0, Vu, vEV, X€Egu. 
依次 取 X= XX RX =/-1X.-V/-1 xX. 代入 再 相 
加 , 有 
(PCX u, v) t+ (u, pCX_.)v)=0, Vu, vEV, a€ d, 
SR acs, WELA Xa] = Ao. WBP 
p(X) p(X a) -p(X 0) ep (Xa) =pl Ha), 


ER weVa, WH p(H.)w- A(Ha)w=<A, aw, p Xajw=0, 


所 以 
p(Xa) p(X a) w= <, ayw, 


BD (e(Xa)p(X_a)w, w) =<, aylw, wj. 

另 一 方面， 
(e( Xa) p(X_a)w, w) = — (p(X_a)u, p(X- w), 

即 有 [p(X_2)w]?=—<A, alwi’, 


其 中 上 z=《w, x), VeeV, HF w0, PLL p(X -aju 0 当 且 
仅 当 《4，o 一 0. 
现在 求证 明 引 理 。 今 任 取 XE g, 即 
X -了 + 加 aX a, 


使 (XV ac Va Hp Veb=h+ Bigs. HT p(Xa)w=0, Vae 


小, wEV 4; H p(H)w=A(A)wEV,, VHED, 所 以 条 件 变 为 
tee Xa) VaV a, ` 


SEA oX- V aC. ia Hp aE d, URE REM 
ca， 使 p( 于 -V4 一 0 的 必要 且 充 分 条 件 。 前 面 已 证 了 这 条 件 为 
(A, o>》 =0， 至 此 证 明了 
{X Egle ASV H+ Bigat ey fe 
引 理 证 完 . 
3183.2 BG 为 连通 复 半 单 Lie 群 ，p， GGL) HEM 
不 可 约 全 纯 表 示 , 表示 空间 为 有 限 维 线性 空间 六 p 诱导 了 G 的 
Lie 代数 s 的 一 个 表示 , HH p 记 之 ， 记 4 为 此 不 可 约 表示 的 最 
高 权 . Ton fecal A, a>=0}, m 
Pr. ={aE4|p(@)VicV.}. 
证 由 于 引 理 3.1， 故 有 jm= {X Egle XV aC a. 所 以 
W Pao H G 中 对 应 Lie 代数 bs, 的 抛物 子 群 , 必 有 PP。, 连通 , A 
Pu {oaEG|p OV ACV}. 
SEREG, p@)VacVs, ER X E pu Ill 
plad(a) XV a= plap "VucVa, 
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所 以 ad(a)p,,Cps,, 因此 “Pa 一 人 -由 定理 2.2, 有 
aE N (Prd = Pas 
这 证 明了 引 理 . 
用 引 理 3.2, 立即 有 
定理 8.2 HM ADZAN, MEX Pe Ah O 为 连通 复 
半 单 Lie F$, Pr WHER Ra 的 子 集 mo 定义 的 凶 物 子 群 ， 设 p: 
G—>GL(V) 为 G 的 不 可 约 表示 , 表示 空间 为 下 , 最 高 权 为 4， H 
to={a€a|<A, =O}, EMSA V, 中 取 定 非 零 向 量 4 
设 刻 上 所 有 复 直 线 构成 的 射影 空间 为 了 P(V), 任 取 %wEV, 过 
4 的 复 直 线 记 作 [u]. 
SLE LBA £ G->P(P) 为 
Ela) = [ola)v], VeEG. 
SMR. CBS T Se 2, G/P, PV), 定义 为 
2(aP,,)=[e(a)v], Wae@, 
记 下 上 线性 变换 p(n) 诱导 了 PL(V) 上 射影 变换 p'(q). 则 有 
(ae) =p' (0) E (s), WeEG/P,,, GEG. 
HBR IM) =3(G/P.) FARE PV) 的 任 一 真子 空间 申 。 . 
”映射 了 是 内 射 且 具有 最 大 秩 当 且 仪 当 最 高 权 4 有 人 性质 
mo— {ae aw|<A, o>=0}. 


注意 , 给 定 素 根系 zw 的 子 集 wo, 由 定理 1.7, 存在 G 的 不 可 约 
表示 p, 使 其 最 高 权 4 适合 定理 条 件 。 在 第 五 章 , 我 们 还 要 讨论 
M 的 射影 嵌入 映射 . 


注 DSAMBAE J. Tits 引进 的 ， 见 J. Tits: “Espaces homogènes 
complexes”. Comment. Math. Helv. 37(1963), 111~120. 他 证 明 的 主要 定 
mE THR. M. Takeuehi( 竹 内 胶 ) 引 进 了 五 空间 的 概念, 它 是 刀 空 间 
的 “ 实 翻 版 > 见 M. Takeuchi: “Cell decompositions and Mosse equalities on’ 
certain symmetric spaces.”J. Fac. Sei. Univ. Tokyo Sect. A. 12¢1965),81 
~192. 对 称 R 空间 在 微分 几何 和 调和 分 析 中 有 许多 有 趣 的 结果 . 
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§4 紧 齐 性 复 流 形 


由 于 连通 齐 性 复 流 形 在 WORE DL Me Sy SE 间 G/L, 
其 中 G 为 连通 复 Lie 群 , LIAMH Lie 于 群 。 例 如 ,我 们 可 以 取 
G=H(M)°, 其 中 再 (UM) 是 M 上 所 有 全 纯 自 同 构 构 成 的 Lic t, 
m HM)? H 吾 (Mr) 的 单位 分 量 . 

”定理 4.1 设 允 =G/ 工 是 紧 复 旁 集 空间 ， 其 中 G 为 连通 复 

Lie 群 , Loy G WHS Lie 子 群 ， 记 L 为 卫 的 单位 分 量 . 则 既 
HERET N (L) 为 G 的 抛物 子 群 , BNL) 是 包含 工 的 最 小 
抛物 子 群 . 

证 indime L=™, W L fy Lie 代数 为 忆 G 的 Lie RANO. 
g 中 所 及 维 子 空间 移 成 的 集合 G, mm) 为 复 Grassmann 流 形 . 
群 S. 按 其 附属 表示 作用 于 G (0, m) 上 ， 记 AG 为 g 的 nw 次 外 积 
构成 的 线性 空间 .这 个 线性 空间 的 复 直线 全 体 构 成 射影 空间 
P(A"), FRE ARM SORA, 它 将 G0, m) BLA PCA") 
H, MRA, GEG (a, m) 上 的 附属 作用 ， 转 化 且 扩 充 为 
P(A"mg) 上 的 射影 线性 变换 ， 由 引 理 2.1, G 的 Borel 子 群 B 在 
Gr(g, m) 上 附属 地 作用 ， 则 含 GCg, mh A IE p Lie 代数 ) 的 
轨道 (adG)1 中 有 adB WRA. WE ada FEER DEB, 
ad(b)ad(a)l=ad(a)l, Blad(atba)l=!, MX B st HiT RE 
o Ba, 它 以 1 为 不 动 点 ， 由 于 Borel TRR SEE A Borel 子 
群 。 记 以 无 妨 设 1 在 adB 下 不 动 ， 即 ad(B)1=1,:Y5EB， 所 以 
575 开 = L°, VEB， 即 BON(L), 这 证 明了 (Fo) 为 人 的 扫 
物 子 群 . 

下 面 证 NL) 是 包含 工 的 最 小 抛物 子 群 今 任 取 G 的 抛物 
子 群 P, 设 PL， 由 抛物 子 群 为 闭 子 群 , 所 以 复 旁 集 空间 P/ 工 是 
G/L pate. 由 G/L 紧 , 即 P/L 紧 . 

由 于 对 G 的 抛物 子 群 Pl，PP; 的 Borel 子 群 必 为 G 的 Borel 
子 群 ,反之 亦 然 、 将 第 一 部 分 证 明 用 于 复 Lie 群 P, HF L° EP 
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Z ESET N, (L) =N (1) 1 P, BR NCL) P py PZ Borel 
子 群 ,因此 在 G 中 有 Borel F BON(D) NP. RANA AP 
是 已 也 是 ND) 的 抛物 子 群 .于 是 (WL) NP) /L A Na) [T 
KMA TR. 

i Pa= (ND) 9 P)/D, Ly= L/D, 于 是 Pi/In= wer) N 
P/L. & LJ P 的 离散 子 群 ， 而 NCD) NP/L A P/L 的 团子 
S. h P/L, Ma NAA NP/L=P:/ Ty, PRL Ps 是 么 模 
Lie ff, m 3] 2.2, N(D)/L i wT RN) A P/E 
N (L°) /L° Af RK Lie BE, X WEH T N (D) N P/L = (I/I, 
RUE PON(D), WNL) BRAS LAG 的 最 小 抛物 子 群 ， 
定理 证 完 . | 

”由 这 个 定理 ,下 可 以 给 出 关于 紧 复 齐 性 空间 的 三 个 结构 定 再， 

“定理 4.% 设 开 为 连 通 紧 齐 性 复 流 形 ， 则 存在 一 个 孔 罕 间 
Ma, 及 一 个 全 纯 映 射 or, MMs 使 得 纤维 mE EFTE, 
YpE M., : 

证 设 MN=-G/ 五 Epa WEMA Lie H, L 为 iy ase F 
Lie 群 ， 用 定理 4.1 的 记号 , 取 Mi=-G/N (LD), By NANGA 
的 抛物 子 群 , 所 以 M 是 也 空间 . 

O. WBa G/N (ED) 到 G/L 上 的 标准 投影 映射 . 则 纤维 都 全 
纯 己 构 于 复 旁 集 空间 
NIP) /L= (N (1) /I / (L/L), . ; 

今 为 (IP) 的 闲 正 规 子 群 , EN L/L 为 复 Lio 群 ， 而 
L/L! 为 离散 子 群 ， 已 知 复 Lic 群 模 任 一 离 族 子 群 都 是 复 乎 行 流 
形 ， 这 证 明了 定理 ， 

定理 人 .3 PERRET M 4.2, NBM) (ma CM) 为 
M 的 基本 群 ) 有 限 , 则 自然 映射 2, MoM, 的 纤维 都 是 复 环 面 . 

iE ME V(L)/L 为 环 面 . 记 有 天 =@G/D， 而 @ 为 G 的 通用 
BR. UCR G 为 单 连 通 的 连通 复 Lie 群 。 于 是 映射 
a, G/L*->G/ 工 是 覆盖 映射 。 覆盖 变换 群 为 L/L, 它 离散 ， 熟知 
L/L =m,(M). KBR, L/L WARR. 
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今 已 知 W(LO/T= (N (1°) /D) /(L/L) i G/L 中 紧 子 集 . 
Hy L/L AR, pa ND) /L Se, AA DW ND) ERS 
群 ,所 以 N(L)/Lo 为 紧 复 Lie 群 , 它 连 通 . 由 第 三 章 定理 2.1, 所 
LL N(D)/L° 为 复 环 面 ,因此 入 (L/L 也 是 复 环 面 ， 定理 证 完 . 

定理 4.4 如 果 对 紧 齐 性 复 流 形 必 , 存在 连通 复 可 解 Lie 群 
G, 使 G 在 对 上 作用 可 递 . 则 是 复 平 行 流 形 . 

证 W M=G/L, 则 由 定理 4.1 (ZI) 为 9 的 抛物 子 群 . 
但 G 本身 是 复 可 解 Liè 群 ,所 以 G 本 身 是 G 的 Borel 子 群 ， 所 以 
N(D)=G, FÆ M-G/L=N(D)/L, ERM 4.2 证 明 中 给 出 
了 和 (ZEo)/ 石 为 复 平行 流 形 ，。 所 以 证 明了 是 复 平行 流 形 ， 定 理 
证 完 . 

注意 上 面 定理 4.1 到 定理 4.4, ME J. mit 证明 的 。 文献 见 
& 8 的 末尾 ， 他 从 定理 4.1 还 给 出 了 一 维 及 二 维 紧 齐 性 复 流 形 的 
完全 分 类 . 

下 面 从 定理 4. 工 导出 王 宪 钟 * 关 于 单 连通 紧 齐 性 复 流 形 的 结 
构 定理 ， 
定义 单 连通 紧 齐 性 复 流 形 称 为 C 空 间 . 

由 定理 3.1, D 空间 必 为 CO ZN. 

定义 HG 是 一 个 连通 紧 Lie HE,U 是 Gu 的 闭 连 通 子 群 . 如 
REG, 中 存在 环 面 子 群 8, 使 得 U 的 换 位 子 群 等 于 Gs 中 8 的 中 
心 化 子 C(S) 的 换 位 子 群 , 即 

U’=O(8)’, 
则 U 称 为 G. 的 C 子 群 . 

引 理 4.1(Hopf) 设 G 是 连通 紧 Lie M, S 为 Gu 的 环 面子 
群 , 则 8 的 中 心 化 子 CCS) 是 连通 的 . 

证 任 取 sEC(S), 只 要 证 56EO(S)9 RET. RAE Gu 中 
存在 极 大 环 面子 群 T， 使 sET， 对 a 的 中 心 化 子 O(4)， 自然 
TCO(4), FRTCO(a), N aE O(a)’, BI a FE O(a)? 的 中 心中 . 


i 
* H. C. Wang (Œ 2% $h) “Closed manifolds with homogeneous complex 
structure’. Amer. J. Math. 76. (1954), 1~32. 
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ATi, H acO), AA Scola). (AS AATE, 由 
SCO)’, 于 是 在 O(a)" 中 存在 极 大 环 面 子 群 了 ,使 SC2， 自 
然 T'COCS)”， 然而 Cle)’ 的 极 大 环 面子 群 包含 CCe) 的 中 心 ， 
PRU a@ET’cOS)*, 这 证 明了 CC -C(S)°, BI CCS) a8, 3] 
理 证 完 . 

引 理 4.2(Hano-Kobayashi)* W Gu 为 连通 紧 Lie 群 ,UU 为 
Gu 的 C 子 群 . 则 存在 环 面子 群 5, 使 得 

C(S)>U DU’ =C(S8)’, 
这 里 打 一 撤 表 示 原 来 Lie 群 的 换 位 子 群 

证 由 0O 子 群 的 定义 ,在 G, 中 存在 环 面子 群 S1, 使 得 
OY =U. RL-CO)AUW £4. PHP DET, W LA Gu 
HATH, WAR Lie 群 . 记 2 为 了 的 中 心 的 单位 分 量 ， 于 是 
Z400U) =L, 在世 中 取 包 含 和 的 最 大 环 面 子 群 $、 下面 证 8 
符合 引 理 要 求 : 

事实 上 ， 由 Si ACS) 中 元 可 交换 ， 所 以 ScLl, ATR 
Lie RMWRAK FH AAI RE, 所 以 存在 1 了 RBIS ICS, 
FÆ ICS) = CUS) DCS), TT 

U’ =U T =10 (8S) = (lO Spr )/20 WY)’, 
即 证 明了 U’2C(S)', 另 一 方面 , U=U"-Z, th ZOSCL=O(U’) 
可 知 有 中 元 各 中 元 及 UVU' Pace WY ER, Uco), Wit 
CO4GS) 这 证 明了 C(S)’=U’CUCCS), HME. 

引 理 4.3 设 允 =G/ 石 为 实 Lie 群 G 的 复 旁 集 空间 RM 
E, EM 的 基本 群 mI) AAR. W 

a) (Montgomery) G HfE—-R AR F HK fe MEE A AT 
递 . 

b (ER) K 的 任 一 最 大 半 单 子 群 在 M 上 作用 可 递 . 从 而 
G 的 最 大 半 单 子 群 在 M 上 作用 也 可 递 . 

* J. Hano-S. Kobayashi, “A fibering of a class of homogeneous complex 


manifolds”, Trans. Amers. Math. Soc. 94(1960) ,233~243. 文中 也 给 出 了 王 
宪 钟 定理 的 微分 几何 证 明 。 
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证 明 请 见 原文 ”， 

ERAS LEH) 设 弄 是 O 空 间 ， 则 MTPRARBRS 
闻 G./U, Sh G, 是 连通 紧 半 单 Lie #,U 是 Gu WO TH. 
BRFM 的 下 面 三 个 条 件 互 相等 价 , 

QD) M 是 一 个 DD 空间， 

(2) rank(U) =rank(@), 

(3) U=C(8) =G, 中 环 面子 群 S 的 中 心 化 子 . 

证 今天 为 OC 空间 , 即 为 连通 且 单 连通 的 紧 齐 性 复 流 形 ， 所 
UM WRARSBRSE G/H, 其 中 G 为 连通 复 Lie 群 ， 又 G 在 
M 上 作用 有 效 . 

由 引 理 4.3, M 可 起 为 

M=G/L=G,/U, 
HRG 为 连通 复 半 单 Lie 群 ，G 为 G 的 最 大 紧 子 群 。 工 是 的 
闭 子 群 ,7 为 Gs 的 紧 子 群 ,由 MAER, AU 连通 . 
记 G Lie 代数 为 9。 它 复 半 单 ,所 以 有 Cartan FARO. g 
关于 (g, 了 ) 的 根子 空间 分 解 为 
G=H+2 go 
其 中 4 为 关于 (g, DRRR, w 为 4 中 按 和 的 正定 向 引进 的 素 根 
系 ， 寺 是 4 为 8@ 的 西 限制 ， 即 在 8 中 有 适合 8 工 中 关系 的 基 元 
Xa, 使 
B= VTI h tE RAX +X a) + SRV IXa Xo). 


由 定理 2.4 及 定理 4.1, 和 (2) 为 G 的 抛物 子 群 , 它 册 素 根系 % 之 
子 集 oo EN. Wid NCL) = Po， 使 Pw, 之 Lie 代数 
` Pre =D -F > Qa. 


AS iFo]U at 


现在 来 证 明 , 在 Gu 中 存在 环 面子 群 8, 使 
Gu n P ra U xe 
* D. Montgomery, “Simply connected homogeneous spaces”, Proc. of the 


Amer. Math. Soc. 1(1950), 487-~469. 
H. C. Wang ( 主 帘 钟 ) , 见 第 80 页 注 。 
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AS 的 中 心 化 子 CCS). 
”事实 上 , Ua, 的 Lie 代数 Wx, 一 gun N Pae ie 的 定义 着 出 ;我 
们 可 以 引进 子 代数 oo 
| | gm D+ È Jac Pay 
使 Uns = Gu) Bare = Gu N Saxe 
取 o bo= {H Eb |a(H)=0, Vac ro}, 
-显然 ,g 中 be 的 中 心 化 子 Co) =gr,。 沁 
`, 8 = Bo N du, 
WW 3 Æ a, 的 中 心 化 子 
O18) = gx, N Gu = Une. 
48 为 Gu 申 交 换 紧 子 代 数 . 所 以 它 对 应 了 Gu 中 连通 紧 交 换 Lie 
子 群 ， 即 为 环 面子 群 , 记 作 仿 ， 由 引 理 和 .1I， 六 的 中 心 化 子 CCS) 
连通 ， 而 CCS) WY Lie 代数 为 wue.。 这 证 明了 O(S) Un. 
下 面 证 明 CC3) CUCSCCCS). 
HEE, CS) =U2.=GANPw=~GiN NCL). 由 定理 4.8， 
六 (2L)/ 工 是 环 面 , 即 为 交换 紧 Lie 群 , W N (LYD, FU PLC 
L, 于 是 (Ps Gw)'SCLNGs, 即 OS)'CILNGs， 另 一 方面 , 由 于 
M=G/L=G,/U, 即 有 工作 G=D， 所 以 证 明了 CUS) CI。， 然 
而 CS) =GNP.=- GAA), BND) >L, WA 
CA =G,N N(D) DG, NL=v, 
故 证 明了 C(S)’CUCO(S), 
4 O(S) WR Lie Fi G. PHTH, 故 紧 ， 因 此 CO(S)' 为 紧 半 
单 Lie #, PUO Y =C, FE C(S)'CU’COC(S)’, 这 证 
明了 CS) =U'. 或 也 为 C 子 群 ， 定 理 的 第 一 个 断言 证 完 . 
下 面 证 明定 理 的 后 一 个 断言 中 条 件 ( 蕊 ，( 当 ，(3) 互相 等 价 . 
SEAU =C. RADHE). SRM ADZAN, 即 
M WRA G/L=G/U, 其 中 厂 为 抛物 子 群 ， 在 第 一 部 分 的 证 明 
H, HNO) 是 因为 卫 不 知 是 否 为 抛物 子 群 ， 所 以 写 N) 为 
L, ZRA UW. 因此 证 明了 C(S)=G.NL=-U, BM) HE 
(2), 由 于 U=0(S) H% Lie pi G. 中 紧 子 群 ,所 以 
. t29. 


rank G@=rankO(S) =rankU, 
最 后 ， 由 (3) 推 (1). SA M=G4/L=G4,/U, rankG=rankU, 
OS)’=U’, UCO(S), 由 于 UU 及 C(S) 紧 ,所 以 
rank U =rank U’+rankU/U’ =rank G = rank O (S) 
= rank O (SY + rank O (8)/C (SY. 
今 由 此 可 知 rank U/U' = rank C(S)/C(S)'’, {4 U’=C(S)' hU 
及 00S) 的 紧 半 单子 群 ,而 且 有 TUTEC(S) ,这 证 明了 也 =C(08) , 即 
GUN P= Gu NL, PDL. FouNhs>b, Bre L Ay Lie 代数 中 
Ag 的 Cartan 子 代数 9， 这 证 明了 工 的 Lie 代数 即 pw HH Px = 
了 .所 以 M=G/L K D 空间 .定理 证 完 . 
注意 : 在 后 面 将 要 证 明 ; 设 Cu 为 连通 紧 Lie 群 ,0 为 Gs 的 0 
FH, WSR ai G/U 有 一 个 C 空间 结构 ， 
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第 五 章 齐 性 Kaehler 流 天 


| 61 eH: Kaehler 流 形 


定义 RCM, 9) 为 Kaehler HB. WAM, ACM, 四 的 

自 同 构 群 (定义 见 第 三 章 , 8 工 .3) 。 MRR AM, gM LER 
Ws, WM, 9) 称 为 齐 性 Kaehler Hw 
l BAH AM, g) 有 Lio 群 结构 , 但 是 一 般 没有 复 Lie 群 结构 . 

定义 如果 Lie H G RAREZA G/U 有 OG 不 变 复 结构 了 ,又 
A OG FE Kachler 度量 g, W(G/U, I, 9g) 称 为 Kaehler 旁 集 空 
i. 

EM. 如果 Lie 群 G 的 旁 集 空间 G/U 有 G 不 变 的 非 退 化 实 
二 次 外 微分 形式 Q, 7 dQ2=0, 则 (G/U, OKARA GREE 
形式 从 的 辛 旁 集 空间 ， 

这 里 所 谓 二 次 外 微分 形式 8 SBIR, 是 指 对 任 一 点 wEG/U， 
由 @ 定义 的 切 空 间 Ze(GVDZ) 上 和 斜 对 称 双 线性 形式 Q 非 退 化 ， 

1.1 连通 齐 性 Kachler ME (M, 9) WH Kachler 旁 
Rah (G/U,1, 9, 其 中 G 为 连通 Lie 群 , 为 紧 子 群 。 反 之 ， 
连通 Kachler 旁 集 空间 G/U 是 齐 性 Kachler 流 形 . 

.及 aehler RZN (G/U, I, 9) 是 一 个 辛 旁 集 空间 ,其 中 g 的 
区 aehler 形式 是 G PEFEA. 

证 RU, 9) 为 连通 齐 性 Kaehler WUE. RG=AM, g)’, 
则 在 以 上 作用 可 递 . 记 MP RKTT SG 的 迷 向 子 群 为 .由 
FAM, 9) 为 等 度量 变换 群 TCMw DATH, TAF IMa g) 
在 该 点 的 迷 向 子 群 已 知 为 紧 子 群 ， 由 于 U 为 此 紧 子 群 之 闭 子 群 ， 
所 以 仍 为 紧 Lie 群 ， AMUAGCHERTH. A, M, Dae 
为 Kaehler 旁 集 空间 (G/U, 1,9), 其 中 品 为 G WERTH. BE 
明了 第 一 个 断言 。 
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其 他 断言 的 证 明 是 很 容易 的 ， 定 理 证 完 . 

由 第 三 章 , 定理 4.1 及 其 推论 可 以 推出 所 有 连通 对 称 Hermito 
空间 是 齐 性 Kaehler 流 形 ， 在 后 面 可 以 看 出 刀 空 间 也 是 齐 性 
Kaehler 流 形 .熟知 C* 中 齐 性 有 界 域 D 4 Bergman 度量, 它 是 
Kaehler 度量 ， 它 在 也 的 所 有 全 纯 自 同 构 下 不 变 ， 所 以 齐 性 有 界 
IQ DD 也 是 齐 性 Kachler 流 形 . E 

我 们 将 用 Kaehlor 旁 集 空间 的 解析 结构 , 或 者 更 一 般 地 ,用 辛 
旁 集 空间 的 解析 结构 来 研究 齐 性 Kaehler 流 形 ， 下 面 的 定理 指出 
这 样 的 结构 可 以 用 Lie 代数 上 适合 革 些 条 件 的 实 斜 对 称 双 线性 形 、 
式 所 决定 ， 

定理 1.2 设 G/U 是 Lie RG 的 劳 集 空间 . 记 9=LieG, ŭ 
LieU, JOP GO 的 子 代数 ， 记 wm: G->GVI 为 自然 网 射 。， 

MRE G/U 上 存在 G RES BR, WG LAB R= 
wA, CEG FERE, HE 8 上 定义 了 一 个 实 斜 对 称 双 线性 形 
式 ,适合 条 件 : 


(1.1) F(X, Y) =0, YY Eg 4AM X CG, 
(1.2) F(ad(a) X, ad(a)¥) =F(X, Y), 
VX, YEq, a€U; 
(1.3) F({X, Y], Z+FCY, 2, X) 
+F (Z, X], Y) =0, 
YX, Y, Z€q, 


反之 ,在 6 上 任 给 适合 条 件 (1.1)，(1.2)，(+.8) 的 实 余 对称 
双 线 性 形式 了, 则 F they G/U 的 一 个 G 不 变 辛 形式 .8 所 定义 ， 

证 今 G/DU 有 G 不 变 辛 形式 8， 记 也 =w*8， 则 G 上 二 次 
外 微分 式 五 定义 为 

F(u, v)=Q(da,(u), das), Vu, ET (®©, a€G, 
FEF EG LERELUAADER. RUB X, 了 Eg， 则 
F(X, WER, ROP Ho 上 实 和 斜 对 称 双 线 性 形式 ， 

h O EBRE, 很 容易 地 推出 (1. 了 ) 成 立 ， 由 如 的 GG 不 变 
性 ,很 容易 地 推出 民 .2) 成 立 ， 由 dQ=0, 自然 地 推出 4F=0， 但 
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是 
GF)(X, Y, Z)=X-F(Y, D+YF(Z, X) 
+ZF(X, Y)—F([X, Y], Z) 
-FCY, 2], X)-F(4Z, X], Y), 
VX, Y, ZERG), mR X, Y, ZEg, WRX, Y), FY, Z), 
F(Z, X) EBA, BE T A.DRY. 

RZ, Riko 上 有 实 斜 对 称 双 线性 形式 瑟 ， 且 五 适合 条 件 
(1.1), 《4.2), 4.3). PEP EMT G4 上 左 不 变 二 次 外 微分 形 
A. 易 证 由 这 些 条 件 , 可 知 在 G/U 上 存在 G 不 变 辛 形式 8, 使 得 
"一 下， 这 就 证 明了 定理 . l 

TEK RRF. D, 2.2), 0.3). B56, A 
(1.2)’ FZ, X], YO-FCX, [Z, Y]) =0, 

VX, YEg, ZEG, 
事实 上 , 由 人.3), 有 
F(Z, X], YO+KC(Y, Z, X)+F (LX, Y], 7 =0, 
所 以 有 

F(Z, X], Y)+F(X, [Z, F]) =F, LX, YJ). 
由 条 件 d.1), Aw®ZEeu, [X, Y] €g, RUA PY, LY, FYI) 
=O, KEHTAA. RZ. 

舅 一 方面 ,由 条 件 代 .分 ， 立 即 可 以 推出 条 件 民 .2) 

友之, 设 U 连通 . 则 条 件 导 .2) 和 条 件 寺 .3)》 SH. 所 以 当 
U 连通 时 , 条件 (i.2) 是 条 件 (1.1) 及 条 件 (1.3) 的 推论 . 

定理 1.8 符号 同 定 理 14.2， 假 设 G/V 上 存在 不 变 复 结构 
I, (pete ee la] (G/U, D 上 存在 G 不 变 Kachler 度量 gy. 
则 由 了 工 构造 的 g 上 Koszul AF J A g 的 Kaehlor ÉR Q WEL 
的 形式 FHERR | 
(1.4) FIX, Y) + F(X, JY)=0, YX, YE€q; 

(1.5) F(X, JX )>-0, VX Eg, HSS Rw 4 Aw 
. , EY 
反之 ,车 Lie 代数 9 上 有 Kosznl 算 于 J 以 及 实 斜 对 称 双 线性 
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ERF, 它们 适合 条 件 代 .了 芒 ~ 1.5), 则 在 复 旁 集 空间 (G/U, I) 
上 存在 G 不 变 Kaehler 度量 g, t g 的 Kaehler Bat Q 由 F Bi 
EX. 

iE ZEME. 

F(u, v) = 0Q (dx), nw) 

= g Idag(u), dæla), Wu, vET. (A), a€G, 
TEER X, Y €g, 取 a=e 为 G 的 单位 元 素 , 则 
F(X, JY)=9g9(Tdre( X), Idrxwel¥o)) 
= g (du.(X.), dore F), 
F(JX, YF)=—F(Y, JX)=—g(du.(Y.), dx, 了) 
= — g (dæ X a), dæ a)). . zE 
EAT RA.) oe. 再 
F(X, JX) =g(dr( X), dm (Xo)>0, VXEG, 

SIRENA dre(X.)=0, WXC. RUWT R16) 
成 立 ， 

反之 ， 如 果 8 上 实 斜 对 称 双 线性 形式 FEEL.) ~ (1.0), 
于 是 在 G/U tE. DE G 不 变 二 次 外 微分 形式 Q， 使 得 sQ 
=F, DEE G/U 上 有 二 阶 对 称 张 量 场 9 使 得 eG 

Jalu, V) =Qu, Iv), Vu, vET,(4/U), wv EQ/U. . 

CEE, FU g A G/U 上 GRA Kachler 度量 ， 使 得 它 的 Kaeh- 
lor 形式 为 OQ. ERMEZ. 


§2 紧 齐 性 Kaehler 流 形 


在 这 一 节 ， 我 们 给 出 连通 紧 齐 性 Kaehler 流 形 前 结构 ， 设 
(M, 9) 为 连通 紧 齐 性 Kaehler 流 形 。 由 定理 1.1, ENA 
Kaehler 旁 集 空间 (G/U, I, g), 其 中 UA Lie GR FH, 
所 以 G 也 是 紧 Lio 群 . 

下 面 先 来 研究 连通 紧 Lie 群 4 HERAN G/U, a). 先 
给 出 两 个 关于 Lie 代数 的 引 理 . 
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3182.1 tee 为 半 单 Lic (i, BAGH Killing Ww F 
为 8 上 实 斜 对 称 双 线性 形式 , 使 得 它 适合 条 件 
(2.1) F(X, Y], D+F", Z), X) 
+F({Z, X], Y)=0, 
VX, 了 ,ZE98， 于 是 ,存在 唯一 的 元 素 WEg, 使 得 
(2.2) F(X, Y)=B({W, X}, FY) 
=B(W, [X, Y]), VX, Vg. 
反之 , 任 取 WEg, 则 F(X, Y)=B(W, LX, YI), YX, YE 
g 适合 条 件 (2. 了 ). 
证 后 一 断言 显然 ， 下 面 证 前 一 断言 ， 由 Killing 型 的 不 变 
性 ,所 以 有 BOW, X], YP)=BW, LX, 了 ])， 下 面 证 存在 WWE 
8, Œ F(X, PY) =B((adW)X, Y), VX, YEaq. 
S BES LAB, 所 以 对 双 线 性 形式 了, 存在 ERES 
换 4, 使 得 l 
F(X, Y)=B(A(X), Y), VX, YEgş. 
由 于 PX, Y)+FY, X)=0, 有 
B(A(X), Y)+B(A(Y), X) =0, 
#5 3h (2.1), . 
BA([X, ¥]), 4)+BCACLY, Z]), X) 
+B(A([Z, X]), ¥)=0, 
VX, Y, ZE6， 所 以 有 
BACLX, Y), Z) 
=B(A(X), [Y, Z])+BCA(Y), [Z, X]). 
此 即 
BAX, YJ), Z) 
= B([A(X), Y], Z)+BCX, AW), 2). 
出 B EIR, BZ AD a, A 
AX, ¥]) =[A(X), VI+ LX, AWY)], VX, VE. 
这 证 明了 4 为 6 上 的 微分 . 由 第 二 章 ,命题 4.1, 半 单 Lie 代数 的 
微分 都 是 内 微分 ,所 以 存在 厂 Eg, 144 4=adW. 这 证 明了 
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. F(X, Y)=Brad(W) xX, VY, 
最 后 ,证 唯一 性 . BREW, Wi€8, 使 os a 
F(X, Y)=B(ad(WyX, Y) | o 
.~B(ad(WdDX, Y), VX, Y€g. 
由 8 的 非 退 化 性 ,有 IW —-Ws, X]=0, YX €g. 但 是 9 BM, 所 
以 中 心 为 零 , 即 证 明了 殉 = 歼 :， 唯 一 性 证 完 ， 定 理 证 完 ， 
注意 ” 引 理 2.1 的 结论 ， 用 Lie 代数 的 上 同调 理论 的 语言 来 
表达 ， 实 际 上 证 明了 半 单 Lie 代数 6 的 二 - 阶 实 上 同调 群 
H*(g, R) 一 0. i 
引 理 2.8 Bg 为 实 约 化 Lie 代数 , 即 g 有 再起 子 代数 的 直 扶 


和 分 解 
g=t+Q’, 


其 中 7 为 g 的 中 心 , g= [o 9j 为 g 的 换 位 子 代数 ， 它 是 g 的 半音 
理想 . 
hk F ft Lie Ro 上 实 斜 对 称 双 线性 形式 ， 且 适合 条 件 
(2.1), WA FG, g) 一 0， 
证 RZEr, X, Y€g. 由 [2 X]=[Y, Z]=0, 所 以 
0=F(LX, Y], 2+F((Z, X1,Y)+F(Y, 2], X) . 
=F(LX, Y], Z). 
这 证 明了 (9', 7) =0， 引 理 证 完 ， 
我 们 知道 ， 紧 Lie 代数 是 约 化 Lio 代数 . 所 以 引 理 2.2 对 紧 
Lie 代数 也 成 立 . 
定理 2.1 UG HEB Lic 群 ， 0 为 G 的 中 心 . id G’ HG 
的 换 位 子 群 . 记 g=LieG, g’=LieG’, 5s=LieO. 设 G/U 为 旁 集 空 
间 , 使 G 在 其 上 作用 有 效 . 设 在 G/UD 上 有 GG 不 变 辛 形式 Q, 则 有 
D Uc’, 
(2) FEE Wea’, EB" . 
* 对 Lie MG, U S HO 中 子 集 ， 则 Ce(8) 一 {fa€Glas 一 sa, Vs CS} HH G 
中 集合 3 的 中 心 化 子 。 显 然 , 它 是 Lie R G 的 闲 子 群 


对 Tie KK Gg, ASHE HF, Ml Ca(S)—{XEg|[X, L]=0, YTE 
SHH Lio 代数 g 中 集合 S 的 中 心 化 子 : 显然 , 它 是 Lie 代数 g KERR. 
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(a) U 的 Lie (ta ù= Oy W); 
(b) Ad(@a@)W=W, VacU; 
(0)  F=a*Q, il FG, 9’) =0, H 
F(X, Y)=BW, [X, Y]), YX,YEg, 
其 中 BA Lie 代数 g 的 Killing #, 
(3) ÆU FEA S, 4U =Co(S), EU 连通 . 
(4) G=OxG' 为 直 乘 积 ， 特 别 C 是 连通 Lio H, G 的 中 心 
为 单位 元 素 . 
(5) G/U=CxX@’/U AYFESA MARA. 
iE HAH G/U 有 GG 不 变 辛 形式 Q, SRB F=", WEA 
g 上 适合 条 件 (2.1) 的 实 斜 对 称 双 线性 形式 ， 由 引 理 2.2， 有 
F(z, 8) =0, 
记 Fi=F|t, Fs=F|g, 
记 射 影 pi: =r to r, p: 9 一 T 十 99 M l 
F(X, Y) =Figik, WY) +t FalpoX, pY), YX, YEg. 
由 条 件 (2.1), 所 以 Fs， 在 8 上 适合 条 件 (2.1). 由 引 理 2.2, 存在 
TH WE’, 使 
Fi(X, Y)=BW, [X, VY) 
=B((W, X), Y), VX,YEgq’. 
Ftp BAR Lie 代数 9 AY Killing 型 .由 于 9 为 8 的 理想 ,所 以 
Blo’ Ae’ 的 Killing W, 今 7 为 g 的 中 心 ,所 以 有 
B(x, 9’) =0., 
FEB, W)=0, BM 
F(X, FP)=F(pX, pY) 
+BUW, X], Y), VX, YEg. 
现在 依次 证 明 5 个 性 质 . 
(之 证 , 我 们 只 证 woCG' ,其 中 也" 为 了 芝 的 单位 分 量 ， 在 
(3) 中 证 U 连通 , 即 U0?=U， 所 以 完成 了 (DD) 之 证 明 UCG. 
为 了 证 VCG'， 要 证 任 取 下 Et 则 四 各 =0， HELA PR 
表达 式 以 及 玉 (r, g) =0 可 知 
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FX, Y)=F@XxX, pY) 
=F(X, mY), VY€q, - 
由 定理 1.2 Fă, g) =0, 所 以 证 明了 
F(X, ¥)=0, VWYEg. 
由 定理 1.2 可 知 pE BAE, one 为 9 HRM. E 
G 在 G/U 上 作用 有 效 , 这 证 明了 &nr=0， 所 以 证 明了 人 时 一 0， 
VXE, Hlice’, Kik U cO. 

(2) 之 证 ， 由 引 理 2.1 可 知 (0) 成 立 , 下 面 证 (a), (b) 成 立 , 先 
证 (a) 成 立 . > XE MAW FX, 了) 一 0, YY Eq, 当 县 仅 当 
F(X, Y)=0, VY Eq’, Ho), KA F(X, Y)=BW, (X, Y]) 
=B([W, 5], F). Po XE 4AN BW, XI], Y)=9, 
VY Eq’, $ Blo’ Ha’ 的 illing 型 .由 g 半 单 ,所 以 Blg’ 非 退 
化 ， 这 证 明了 Xd HAR LW, X]=0, 即 对 EOg(W). 这 
证 明了 总 一 Cw.(W). 再 证 (b) 成 立 ， 由 了 的 性 质 (1.2) 有 

F(Ad(a)X, Ad(a)¥)=F(X, Y), VX, ¥€q, a€EU, 
所 以 有 BW, [Ad@)X, Ad@)Y])=BW, LX, Y]). 
所 以 

BW, (X, Y1])=BW, Ad(a)[X, Y]) 
= B(Ad(a)"W, [X, Y]), 

Mm BW-Ad(a)W, [X, Y])=0, YX, YEg. HE B(W-— 
Ad(a)"W, 9 =0, HF oe’ EM, Mit Blo’ 3EB, Maw- 
Ad(a) "Wer, RAE, W-Ad@) Weg’. HEAT W= 
Adla) W, B Adla W =W, Ya EU， 这 就 证 明了 人 耻 ) 成 立 ， 

(3) 之 证 . 了 有 为 单 参数 子 群 {fexptW |tER} HHA, FUE 
RAMS HEH. SEM Ad @W=W, VacU. 所 以 wlexptWV)a! 
=exptW, Bl @GCa(exptW), Bl eC Oels), 8 UCC,(S), 

A G=G@'-C, (Eau, M a=be, bE@, cE, hae 
Ca(S), BLL b E Ca (8), BN t, h (2) Z (a) E U8 = CaS), h 
SVS] FL 3.2 有 Cels) = O06.CS)*。 这 证 明了 U’=0e(8), 
H bEU’, FÆ ce=b a CUNO, 
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由 条 件 , G 在 G/U 上 作用 有 效 , 而 UNO 为 口中 G 之 闲 正 
规 子 群 ; 所 以 UnC= 侣 ， 这 证 明了 c=5-14=6, H a=b. M 
证 明了 UD, i U 438, RUE TS UU 0e (S)? = 0e (9). 

(ALE. AMEG=@-O, 为 了 证 它 是 直 乘 积 ， 要 证 GnO 
={. SOEU 上 作用 有 效 , 所 以 UNC {fe}， 由 (3) 可 知 
U =Oa(S), 这 证 明了 Og (8) NO= {oe}, BÆ NOCE N 
C={e}, KERT @NO=6}, MUAKRRG=@' xO, 

由 于 G 连通 , 所 以 推出 了 0 连通。 今 @ 的 中 心 也 是 G 的 中 
心 ,所 以 由 GnO= {6} 可 知 GF 的 中 心 为 证. E 

OZE. HAAE=-@xO, HDBUCE’, REAT 
作为 O° 流 形 有 拓扑 积分 解 G/U =0x (G/U). 

AWM, 了 ~ 了 i 十 了 s， 由 定理 1.2,， Fi ELT CLARE 
结构 Os, ,定义 了 G/U 上 不 变 六 结构 Qs FFG, a’) =0, 
PELL (@/U,Q) = (0, Q) x (@’/U, 03), 即 作为 辛 齐 性 空间 , G/U 
有 拓扑 积分 解 G/U=0xG'/UDU. 

至 此 定理 证 完 ， 

定理 2.2 符号 同 定理 2.1. 假设 G 在 旁 集 空间 GVU 上 作用 
可 递 ， 且 在 G/U 上 存在 G 不 变 Kaehler 结构 ， 使 得 (GVU， I,9) 
为 Kaehler 旁 集 空间 ， 则 

(1) U 是 连通 紧 子 群 : . 

: (2) 在 G7 中 存在 环 面子 群 8， 48 U Oe (S); 

. (8) G=0xG KERB, . 7 

(9 G/U 有 Kachler 旁 集 空间 的 拓扑 各 分解 G/U =Ox 
(G/U), EH O 为 具有 不 变 Kaehler 度量 的 复 环 i GVD 为 多 
的 Kaehler ae 空间 . 

(5) G/U 单 连通 . 

证 由 于 G/U 上 存在 G 不 变 Kachler 结构 ， 所 以 作为 实 流 
形 ， 在 G/U 上 有 G 不 变 辛 结构 。 因此 定理 2.1 的 结论 在 现在 成 
立 ， 所 以 (了 ，(2)，(8) 成 立 .而 性 质 (4)， 只 知 G/U RFRA 
间 的 拓扑 积分 解 G/U =O x (G/U). 下面 证 明 这 实际 上 是 作为 
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Kaohler 旁 集 空间 的 拓扑 积分 解 ， 
F Lio 代数 g 有 Koszul AF J 及 实 斜 对 称 双 线性 K AF. 
而 紧 Lie 代数 g 有 理想 子 代数 直接 和 分 解 
一 T 十 9 
BA UCG, 所 以 ytieU ee ， ERU AG ZAR, i GR, 
所 以 上 U 紧 .因此 存在 g’ 之 子 空间 m, 使 得 9 有 空间 直接 和 
.9 =t+m 
B. l Adlamm =m, VaEUD, 
对 自然 映射 <: G>G/U 及 G/U 上 的 G 不 变 复 结构 I, 已 知 
有 a 
dx» J =I-dr, 
我 们 将 6 M POA 样 ，g 详 和 Paco (G/U) 样 ， 则 可 
以 证 明 
(GD Jrcr+t; 
Gi) gre (aX, t¥)=0, VX Er, YEQ’; 
(iii) J'ag, 
下 面 依次 给 出 证 明 . 
(i) 之 证 . 
已 知 取 了 Ej， 则 
J[Y, X]=[¥, JX], modi, 
PUR X Es, WY, JX]Eŭ, 即 le, JX] Cu, RU T* Jr 
CNG), 由 定理 2.1 之 (2), a) =O W), RUG PAG’ 
的 被 大 交换 子 代数 ， 即 妆 中 有 9 的 Cartan 子 代数 .这 证 明了 
NyG) =i, oy a ho RL NG) útr, A CN, (a), 
这 证 明了 Jrctt &, 
(i) 之 证 . 
HEM LAIST, PF lc, Fo-F lo’, 而 F(X, 
"Rf Lie 代数 6 HTM S, N 
N (©) ={X €g EX, SICS} 
” 仍 为 8 的 子 代数 ; 称 为 6 中 8 的 正规 化 子 。 
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VY) 一 (py, pY) +Fo(poX, pa). MARX ET, VEo’, W 
Ai), JXErtă, Bnd X Ca, mY) =0, 而 
xe (WAX, WY) =a nY, WX) =Q(aY, lv X) 
=FUY, JX) =Fi(myY, pid X) 
+FalpaY , pal X) =0, 
(ii!) ZE. | 
mE, YEY. WG), a JX) Car), HG, 
Gx EX, dY) = Gre nX, InV) | 
= — gao (Ia (X), ml)) 
=—gro laJ (X), a(¥))=0. 9 
但 是 gao 非 退 化 ， 又 x(9) =n) talg), WE aM aa RF 
Jazo 互 为 正 交 补 ， 所 以 my 了 Al al) TEBE, 即 JY Eal). H 
Fa LRG, ice’, 所 以 证 明了 JEg'， 这 证 明了 Jeo'c 
9 
利用 性 质 (i 和 (iii), 我 们 可 以 在 5 十 首 及 g' 上 分 别 引进 Kos 
mul WF Jy, Jo, Bl Jr 多 = J|g =J Hg 上 Koszul 
算 子 Jo 及 实 斜 对 称 双 线 性 形式 Fo CREM G/U 上 可 以 引 
BEG! 不 变 复 结构 I, 及 G' 不 变 Kachler 度量 gs, 使 得 (G/U, 1， 
gs) 3 Kaehler 旁 集 空间 ， 由 7 十 六 上 Koszul 算 子 .Ja 及 实 斜 对 称 
双 线 性 形式 Fi, BRE O-U/U 上 可 以 引进 不 变 复 结构 及 不 
变 Kaehler 度量 。 由 定理 2.1 的 (4)， 作 为 流 形 有 C-U/UXC, 
所 以 在 CO 中 可 引进 O 不 变 复 结构 I 及 CO 不 变 Kaehler 度量 gz, 使 
(O, Is, 91) Kaehler JTN. “ 

另 一 方面 , G/U wee I ELT Ta) G/U) 一 6/ 关 上 线性 
变换 Io, 而 和 9 人/ 疼 为 Jo 的 不 变 子 空间 , Mo/i=t+9'/%, 所 以 
Tolr 诱导 了 CO 的 复 结构 , CRE I1 又 Jol1e'"/ 站 诱导 了 C/U 的 复 
结构 , 它 就 是 Is， 至 此 , 证 明了 G/U=0xG'/U 为 复 流 形 的 拓扑 
积分 解 ， 又 G/U 的 Kaehler 度量 9 诱导 了 CQO 及 G/U 的 Kaeh- 
lor 度量 ,它们 分 别 就 是 gi 及 gas， 因此 证 明了 G/U-CxG’/U ® 
Kaehler 流 形 的 拓扑 积分 解 ， 这 就 完成 了 性 质 (4) 的 证 明 . 
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现在 来 证 性 质 (5) ， 为 此 只 要 假设 @ 一 G, 即 G 为 连通 紧 半 单 
Lie 群 ,而 G 之 中 心 由 单位 元 素 构成 ， 由 Weyl 定理 , GRAME 
ARO RAR. Wo: COG HHRAH, 记 pU. W 
FRE C/U HERRRSMERSRS C/O, 所 以 为 了 证 
G/U 单 连 通 , 只 要 证 人 /~Q/U 即 可 . 

下 面 证 人 的 中 心术 为 六 中 全 的 极 大 正规 子 群 ,县 

G/U (G/N) /VIN). 

BX bh WN AO he ORAEMLH, 则 pCN) 为 口中 GG 
WERTE. HFOHG/U 上 作用 有 效 , 所 以 U 中 G 的 正规 子 
群 为 {0}. 这 证 明了 p(N) = {6}, 

熟知 ,对 覆盖 映射 9: GG, Mp 为 Lic RAIA, MERA 
G 的 离散 正规 子 群 ,属于 会 的 中 心 0 所 以 证 明了 NCO, ` 

S G/N 在 GQ/0 上 作用 有 效 ,于 是 9/N/D/N 为 Kaehler % 
集 空 间 ， 由 (3), G/N 的 中 心 为 好 .这 证 明了 Ô RLA N, 即 
证 明了 N-C, 于 是 由 覆盖 映射 p，@_>G， 诱导 了 Fa AY Ok AY p: 
/NG. 于 是 

G/U =(G/N)/(0/N) AD, 
这 证 明了 G/U 单 连 通 ， 即 证 明了 (58) 成 立 ,定理 证 完 . 

注意 ”在 下 一 节 可 以 证 明定 理 2.2 中 出 现 的 空间 @'/U 作为 
复 流 形 是 也 空间 . 

Hit “KAR Hermite 对 称 空间 是 单 连 通 的 ， 

-证 ”从 上 述 定理 可 知 推论 显然 成 立 . 
重要 注 记 这 一 节 内 容 来 自 A. Borel* #4 Y. Matsushima **, 
事实 上 , 他 们 在 G 为 约 化 Lie 群 的 条 件 下 , 证 明了 定理 2.1 和 

2.2, 当然 , 在 定理 2.1 的 情形 , 需要 假设 U EZH. E 

在 一 般 情形 , 借助 于 Hopf 引 理 , U 的 连通 性 可 以 由 下 面 引 理 

* A. Borel, “Kaehlerian coset spaces of semi-simple Lie groups”, Proc. 
Acad. Sci. U. S. A. 40 (1954), 3147 ~1151. 


** Y, Matsushima, “Sur les espaces homogènes Kahlériens d'un groupe de Lis 
réductif”, Nagoya Math. J. 11 (1957), 58~60. 
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得 到 . 

引 理 (Borel) ” 设 G 是 实 连通 半 单 Lie 群 ,5 是 G 的 环 面 子 
FE. 如果 CCS)? 紧 , 则 CW) =0C5)". 

这 样 ,对 定理 2.1 及 3.3, 除了 定理 2.2 的 (DD 中 的 断言 :DV? 是 
紧 的 外 , 证 明 可 以 不 作 任何 改变 ， 对 引 理 (Borel) 及 定理 2.2 之 
全) 的 证 明 见 Matsushima 的 论文 . 

注意 A. Borel 和 R. Remmert* Æ H T F H€, M 
是 紧 复 齐 性 空间 , 它 具 有 Kachler 度量 ， 则 作为 复 流 形 ， F M=T 
xM, 其 中 了 是 一 个 复 环 面 ， 好 是 一 个 也 空间 . | 


3$3 半 单 Lie KOBRA LDAA 


设 G 是 连通 Lie #, G/U 是 G 的 旁 集 空间 . 我 们 有 兴趣 于 
正面 的 问题 : 在 什么 样 的 G/U 上 存在 G 不 变 Keabler 结构 ? 如 
果 它 存在 , 有 多 少 ? FRE G 为 半 单 Lie 群 的 情形 讨论 这 个 问题 . 

BG 是 连通 实 半 单 Lie HU 是 G 的 闲 子 群 。 从 定理 2.2 以 
及 随后 的 注 记 的 角度 ,为 了 我 们 的 目的 , 可 以 假设 是 连通 紧 Lio 
群 , 且 是 环 面子 群 8 的 中 心 化 子 OC(S). 于 是 可 包含 了 G 的 中 心 . 
如 果 G 在 G/U 上 作用 有 效 , 则 G 的 中 心 由 单位 元 素 { WR. 

ido WG 的 Lie 代数 ,gs 为 g 的 复 化 ,在 gr 中 存在 紧 实 形式 
gu 以 及 定义 gs 的 对 合 自 同 构 9， 由 第 二 章 定 理 4.7, 记 

Gu=t+p 
为 g 关于 O 的 标准 分 解 , 则 
g=t+/—-1 | 
将 0 扩充 为 gr 的 自 同 构 . hom TNE 4 Bon 的 共 
HAE, 则 有 
0 一 aT 一 TO， 
记 GS 为 gs 的 附属 群 ,由 于 GG 的 中 心 由 单位 元 素 构成 ,所 以 可 


* A. Porel 和 R. Remmert, Uber Kompake homogene Kahlersche Mannig- 
faligkeiten, Math. Annalen 145 (1962), 429~439. 
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WE GGS, ig GS 的 Lie (RH oS, Wh a Ws 的 紧 实 形式 ， 
Gu 对 应 了 G 中 紧 子 群 G. 
idk AG PYM TRA ETH, WK AE KEKET 
群 , 且 天 一 GnG,. 
今 由 于 群 U0(5) 紧 , 所 以 可 以 假设 CK. 另 一 方面 , 熟 
知 环 面 包含 了 一 个 稠密 的 单 参数 子 群 , 即 存在 元 素 WEg, HRS 
为 G 中 元 素 {exptW HER) MAA. AT SH, dW) Aa 中 半 
单 算 子 ， 由 第 四 章 命题 1.1， 所 以 g 中 有 一 个 Cartan 子 代数 3 
W. 设 了 是 G 中 对 应 于 的 子 群 , 则 我 们 有 
SCTCU=O(S CK. 


所 以 有 bY 
其 中 =LieU， 分 别 记 办, 证, SAH, č, {的 复 化 ， 则 有 
(3.1) ec 让 ak, 


由 于 OS 为 复 半 单 Lie 代数 9 的 Cartan 子 代数 、 令 4 是 0° 
的 关于 O° 的 根系 , 记 o° 的 根子 空间 分 解 为 


(3.2) gf =o + X ga, 
Hi (3.1), 在 4 中 有 子 集 及 如 使 得 

(3.3) ğe = hS + 2 Ga, 
(3.4) = 二 2 Ga. 


进一步 可 以 假设 a. 为 由 (3.2) 得 到 的 O° 的 西 限 制 . 即 可 取 
Xe Ga, VaE 4, 使 得 
B(X X_a)=1, 
H ge=V—1hat DR+ Xa) + ERVI. Xo). 
这 推出 
(3.5) t(X,)=X, Vac, 
aT oC) = 0°, 特别, 可 推出 
dg = — Ap, 
其 中 一 如 定义 为 { 一 clcE Lo}, 
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因为 bcte, 6(1)=H, VERS, 所 以 [H, 6(X.)]= 
OH, Xa]) =0(H)O( Xa), AIE 0 (Xa) E Ge, BI (da) = gu. 特别 
由 于 dimeg.=1, 所 以 OX.) = MXa BÆ 0 为 对 合 自 同 构 , 即 
下 二 这， 所 以 和 =- 工 即 有 8 了 一 土豆。 
ATT, 已 知 攻 的 非 零 向 量 由 9 的 特征 值 等 于 1 的 特征 问 
量 构成 ， 从 (3.9 和 ,我 们 有 


Xa, at 小 ， 
3.6 Xa) 一 
8.6) T A ee 
由 于 o=70, (3.5), 我 们 有 

X a, aE A,, 
3. (X = 
(3.7) o(X,) | _ ox tea 


另 一 方面 , 因为 U 紧 ， 故 存 在 8 的 子 空间 m, 使 得 8 有 空间 直 
接 和 


(3.8) g=ŭ+m, 
B . 
(3.9) [%, mjc, 


TER, m HAH (3.8), (3.9) 唯一 决定 . 事实 上 ,由 于 四 Cws, H 
fae macm? i mE g WARM. (3.5), 有 
(3.10) m= Dga. 


ae de 
因此 m re— pee, 所 以 m= moa. 
现在 设 旁 集 空间 C/U 上 有 G9 不 变 复 铺 构 IT。 Pik oS, Uy 
须 适 合 一 些 条 件 ， 下 面 来 给 出 相应 的 必要 且 充 分 条 件 . 
首先 , 由 第 三 章 , 定理 3.2, 由 了 工 给 出 了 ge 的 分 解 
(3.11) g €=a+o(a), afa(a) =a, 
Kaho 的 复 子 代数 ， 反之 ， 上 述 分 解决 定 了 G/U 上 一 个 G 
不 变 复 结构 ， 其 次 , 由 于 OCH Ca, 所 以 复 子 代 数 FE OS 及 一 些 
根子 空间 gs 的 和 .由 (8.8), 存在 4 中 子 集 4, 使 得 
(3.12) | A, 1 4p =, 
E 
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(3.18) a=ğ" + 21 Ge. 
因此 , ah 4s 决定 

现在 来 求 由 复 子 代数 a 定义 的 对 应 G/U 上 G 不 变 复 结构 的 
集合 A, 的 定义 条 件 . 由 (3.7)，c Ga) 一 9-<. 于 是 从 4 一 训 十 总 ,8 


推出 
o(a) 一 次 十 之 g-a. 


记 
(3.14) A_=—4,~={-ala€ Ay}, 
由 式 (8.11), 有 
(3.15) A= AU AU 4. 
为 两 两 不 相交 的 集合 之 并 . 
现在 定义 - 
nt= San, w= das. 
QE da ae An 
于 是 gS = Ho ntn, 
a=#+ut, ga@)=é+n- 
下 面 证 明 
(3.16) [ie, nt]ont, [Fat+， nt]ont, 


事实 上 , DE, ut]cu*, dist (3.3) R nt 的 定义 ,所 以 (3. 16) 等 从 
于 
(3.17) a€AUA, BEA, gt+BEL, N atBE A. 

现在 来 证 明 式 (3.17) 成 立 ， 设 m 为 由 式 (3.8)，(3.9) 定 义 的 
PRH m =ne, hF LES, m5]Cmr 及 6 为 复 子 代数 ,于 
是 (U8, ncm Nna=nt, 所 以 ,如 果 a€4o, BEA, a+BEA, 
则 有 a+BE 4;， 现 在 取 a, BEA, a+BE 4， 由 于 a 是 子 代数 ， 
所 以 a 十 8E DUA. 假设 a+BE Ay, M — (a+8) E 如 .由 刚才 的 
证 明 ,所 以 一 «~ 一 (e+) 十 BE 41, 因为 44 人 | 4 一， 这 导出 巴 
盾 。 所 以 证 明了 (3.17). 故 断言 成 立 . 

定理 8.1 设 G 是 连通 实 半 单 Lie 群 , 设 G 的 中 心 由 单位 元 
ZUR. BU 为 连通 紧 Lie 群 ， 它 是 环 面子 群 8 的 中 心 化 子 
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OS), Wa AG 的 Lie RR, 0 Ho 的 复 化 . ido 的 附属 群 为 
G. AGH KTH. Pano 的 紧 实 形式 ,使 Gu 为 GE 中 
gu 所 对 应 的 子 群 , 使 得 GenG 是 G 的 极 大 紧 子 群 ,上 且 包含 U. 记 
ti 4 U 的 Lie 代数 ,上 为 8 的 Cartan 子 代数 , Abc&. 记 4 为 
O° RF OS WBA, Zo 为 4 中 由 式 (8.8) 所 定义 的 子 集 合 。 则 在 下 
面 事物 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 : 

D G/U LG RAE, 

2) G/U 上 Gu 不 变 复 结构 ; 

3) 适合 (8.14)，(8.17) 的 两 两 不 相交 子 集合 分 解 

: 4=4U 4,U 4, 

E G/U 上 必 存 在 G 不 变 复 结构 ， 

证 显然 G/U 上 的 G 不 变 复 结构 一 一 对 应 于 9° 的 复 子 代数 
a, 使 得 
(8.11) a°=a+o(a), afa(a)= 
同 理 , G/U 上 的 G, PERH 可 O° 的 复 子 代数 5， 使 
得 


(3.11)” a®=b+7(b), bN+r(b) =u 
由 于 a 有 根子 空间 分 解 式 
(3.18) a= a+ > Ga. 


H (8.6), Oa) =a, OG") =e. 然而 00 一 +s， 将 9 作用 于 (3.1)， 
# gS =a+r(a), afr(a) =H, Mas (3.11)'. RZ, BOE 
用 于 (3.1D)', 可 证 5 适合 (3.11).。 所 以 我 们 给 出 了 G/U BEA 
变 复 结构 和 GwWL 的 G 不 变 复 结构 间 的 一 一 对 应 关系 . 
前 面 已 经 证 明了 适合 条 件 (3. 革 ) 的 复 子 代数 & 定 义 了 适合 
(3.14), (3.17) HARK 4=4U4,U4.. RZ, 任 给 一 个 适合 
(8.14), (3.17) 的 分 解 式 4 一 4U4U4， 引 进 子 空间 a= kt 
a ta 则 可 证 a 是 适合 条 件 (3.11) 的 子 代数 .至 此 证 明了 ,2)， 


3) 间 的 一 一 对 应 关系 . 
最 后 证 明 4 的 适合 条 件 (3.14)，(3.17) 的 分 解 的 存在 性 ， 今 
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5 ARETE, WHEW Es, 使 S 为 fexp1WV1tER} HHA. 出 
SCT, RUWE), BADI, FEW 的 特征 根 纯 虚 ， 对 这 
AW; B aE 如 当 且 仅 当 a(W) =0. BH=V-1IW, > > 
Ay = {a€ Ala(H) >0}, 
及 二 = ~A,, WATE 4= U 4, U 4 是 4 的 一 个 适合 条 件 (3.14)， 
(3.17) 的 分 解 , 且 两 两 之 交 为 空 集 ， 这 证 明了 分 解 的 存在 性 , 定理 
证 完 . | a 

下 面 引 理 证 明 ，4 的 适合 条 件 (3.14)，(3.17) 的 分 解 可 以 由 
De 中 元 素 H 按照 上 面 证 明 分 解 存在 性 的 办 法 得 到 . 

引 理 8.1 设 4 为 实 线性 空间 V 中 的 根系 . BUR 4 有 分 多 

4=4U4,U4, 
使 它们 两 两 之 交 为 空 集 , H 
— l= ko, — 4 = AL. 
BË aE U4, BEL, a+ BEA, 则 a+BE Zl， 则 元 素 
s= Ma 


=0, aG Ay; 
适合 条 件 <s, 办 =| >0, aE dy; 

<0, ad. 
面 且 在 4 中 存在 素 根系 r, wee To= ITT Ao, M) 

一 [ro], 
acA, 其 中 at OE ERRARE 
证 设 7YE LU 4， 假设 BE di, 使 得 B+yE4,B 一 (py 
¢ 4, 但 是 
E B—-py, +, B—y, B 


在 4 中 . 如 果 BA by, M p= 2% 2B. 


RR -ayE 4, 但 是 B_(g+D7yE 少 . 由 引 理 的 假设 ,可 知 
b= a-y, =, B 一 y, BAF 4. 令 


s= $ (B-iy) = (9+D)B— LID y 
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出 全 
se Y= GDB, 72 一 IED fy, y> 
G+) 2B, > gl 
Q, al 《y, 7> a} 
Lad, V» (2-9)>0. 


. 设 B 和 > 线性 相关 , 即 B-y 或 6- -y， MË B=—7, BR 
-ERAF 4U 4, FRU BE, 这 导出 矛盾， 因此 B=7y。 所 
以 ， 如 果 Ed,, 则 

a a, Y= Pan dsp, y+, yy>0, 
Ks= Da, W <s, >0; YYE dy, MI YE do, 则 p=9, By. 
es | ee 
人 Y= Be, Y= Za M=9, 

.为 了 证 第 二 部 分 . Wos, va …, nV 的 一 组 基 , S v= 
s. 如果 一 v) == (Am, w) =0, Ap, 4) >0, 这 星人 
为 二 个 国定 指标 , HI, 2, ---, ?之 一 , 则 按照 这 样 引进 的 序 ,在 六 
中 能 给 出 素 根系 x， 使 得 正 根系 A 包含 4. R= AU AL, WE 
是 包含 在 正 根系 4 中 的 闭 根系 . 所 以 , Boal do 则 so {a 
Ex| 一 aET}， 且 由 第 四 章 , 引 理 2.2, T= 4*U [ral. 由 于 入 为 
闭 根 系 , 这 推出 = [wo] ， 引 理 证 完 . 

”定理 8.2 设 G, 及 了 适合 定理 3.1 的 假设 ， 则 具有 RE 
复 结构 的 旁 集 空 间 Gs/U 是 也 空间 . 

证 对 g, 的 复 化 g, gr 的 附属 群 为 G0， 无妨 设 GCG 在 
G/U 上 给 定 G, 不 变 复 结构 ,使 此 复 结构 对 应 4 的 分 解 4= 4U 
4;U 4_( 由 定理 3.1). 设 为 素 根系 ,使 得 4, 包含 在 关于 zw WE 
根系 中 ， 令 

p= 二, w= 3 Ga, 
则 p 包含 Borel 于 代数 D+ Dae, HLL P 为 抛物 子 代数 ， 它 对 
应 GE 中 抛物 子 群 P， 由 于 pngu= 记 于 是 有 IT= (PNG). 
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4 PAGS 中 对 应 于 bp 的 子 群 .于 是 有 D 空间 GS/P. FH 
证 G/U 和 G*/P 全 纯 同 构 ， 事实 上 ， 由 于 =g +p, T gu Æ D 
空间 GS/P 上 原点 0=eP 的 轨道 又 开 又 闭 , 所 以 等 于 整个 空间 , 于 


是 有 覆盖 映射 
9: G,(/U>GS/P, 


由 第 四 章 定理 3.1, G/P RAM, Ko 是 到 上 的 微分 同 构 . 
余下 证 2 全 纯 . 由 于 dpoclo=/— lidodp,, LHF GUI 及 S/P 
ESE Gu 不 变 的 ， 所 以 g 处 处 全 纯 ， WI G/U 和 GS/P 
全 纯 同 构 . 这 证 明了 GwWU 可 以 看 作 是 卫 空 间 G:/ 了 . 定理 证 完 . 

下 面 定理 是 第 四 章 定理 4.5 的 逆 定 理 . 

。 定理 8.8 ( 王 宪 钟 ) 设 G 为 连通 紧 半 单 Lie 群 , 01 是 0 

子 群 , 又 dim G/U ABM. W GwUaz 有 Gu 不 变 揽 结构 

确切 地 说 : 设 5 为 环 面 ,使 得 

| 0C(s)’=UICUCO(s) 

( 见 第 四 章 , 引 理 4.2). 取 U0(s), BE G/U 上 G6 不 变 复 结构 
I RUJU, 上 DU 不 变 复 结构 fo, 则 在 G/U: 上 存在 Gu 不 变 复线 
构 1, 使 得 射影 x; C./Ur>G,/U 及 内 射 。 U/U G/U 都 是 全 
i 

证 首先 注意 ， 在 定理 的 假设 下 ， U7/U: 是 福 维 交换 Lie 群 ， 
所 以 有 一 个 吕 不 变 复 结构 ， 因此 第 二 个 断言 可 以 推出 第 一 个 断 

我 们 用 这 一 节 前 面 引进 的 各 种 符号 ,而 不 再 加 以 说 明 ， 从 

G/U 上 的 Gu 不 变 复 结构 Ts, 可 导出 分 解 式 4 4U4U4-， 以 
及 复 子 代数 
at + 8a, 
使 得 ~ gS=a+r(a), arla) =ŭ 
KU/Us LAU RERA le, 可 导出 复 子 代数 
ŭt=b+r(b), BNr) = k$, 

Opt, —LieUs, hF bDù DLA, WIS R te MEDS 中 存在 


复 子 空间 b, 使 得 
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5 一 了 十 È ba. 
ace do 
现在 , 取 a,=0+ J) ga=bf+ 于 ae, 


€ de U dy 
WW a 是 复 子 代数 , 使 得 
g°=ai+r(a1), aa v (as) =u, 
因此 , oa 定义 了 G/U 上 的 Gu RERA. HERB g caf 
g°/ue, TSA qi/ 放映 到 a/ ue bk. HAST Ye /YE >g" /ir, WM b/uf | 
BRA ay/ 全. 这 推出 自然 映射 G/U G/U RKA t U/Us > G/U, 
都 是 全 纯 的 。 定 理 证 完 . 


$4 半 单 Lic 群 的 旁 集 空间 寺 的 不 变 - 
Kaehler 结构 


设 G 为 连通 实 半 单 Lie, U0 =0(5) 是 连通 紧 Lie Ff, 其 中 
SHH. 下面 给 出 在 旁 集 空间 G/U 上 存在 G 不 变 Kachlor E 
量 的 必要 且 充 分 条 件 ， 这 个 必要 且 充分 条 件 是 关于 G 的 lie 代数 
g 所 适合 的 条 件 . 

首先 ,由 8$3 可 知 , G/U LAG KER WUER pat 
为 存在 Lie 代数 & 的 根系 4 的 一 种 两 两 不 相交 子 集合 的 分 解 


(4.1) A= AU 4,U 4, 
使 得 它 适合 条 件 
(4.2) d =—A,, 


(4.3) a€4U4,, BEA, a+ BEA, 则 a+ BE Ay, 
《详细 讨论 见 定理 3.1.) 

其 次 ,由 定理 1.2 及 引 理 2.1 可知, G/U LH 和 REFER 
A 当 且 仅 当 对 自然 映射 m G/U, F=, WFAGER 
斜 对 称 双 线性 形式 , 它 适合 条 件 
(4.4) F(X, Y)=0, Ves HERH XEÑ, 
(4.5) F(X, Y}, J +E(LY, Z], X) 

+F (IZ, X], Y)=0, VX, Y, ZEg,. 
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而 且 存 在 元 素 玉 E13， 使 得 届 =-O(0P)， 
(4.6) F(X, Y)=B(W, [X, YD, YX, Y€g, 
Hh BY aw Killing 型 . 
上 面 是 G/U, U=CS)4 4 不 变 复 结构 了 及 G 不 变 辛 形式 
QO, ATE G 的 Lie 代数 所 必须 适合 的 必要 且 充 分 条 人 在 这 
个 基础 上 ， 在 下 面 给 出 G/U, U=0(S) 有 G RE Hermite 度量 
9, 使 得 由 9 给 出 的 Kaehler 形式 就 是 G REFER 8 的 必要 且 
充 妇 条 件 。 因 为 已 知 辛 形式 有 dQ， 所 以 由 此 可 得 出 G/U 的 G 不 
变 Hermite 度量 g 必然 为 G 不 变 Kaehler 度量 所 似 求 出 这 个 
必要 且 充 分 条 件 就 解决 了 本 节 一 开始 提出 的 问题 . 
今 对 辛 形式 8， 由 : 8 定义 Lo 
(4.7) Jsu, v) =Q(u, Iv), Vu, vET. (G/U), 
对 一 切 zEG/U, Wg X G/U 上 G 不 变 Hermite 度量 , 使 9 的 
Kaehler ERME 9, RZ, #93 G/U 的 g 不 变 Hermite 度 
量 ,使 其 Kaehler 形式 就 是 CQ, 则 必 有 关系 (4.7). 
“下 面 将 g 为 Hermite 度量 的 条 件 转移 到 Lie Ra. OW 
此 记 G 不 变 复 结构 了 决定 的 g 的 Koszul $F X J, 则 由 (4.6) 
EMH, A 
ae" g) (X, Y)=F(X, JY), VX, Y EY. 
所 以 g 是 G/U 的 Hermite .度量 当 且 仅 当 下 面 两 个 条 件 适 合 ;， 
(4.8) F(IX, Y)+F(X, J¥Y)=0, VX, ¥ Eg 
(4.9) FX, JX) >0, 等 号 成 立 当 且 仅 当 Yes, 
现在 来 证 明 
引 理 4.1 k G/U 有 G 不 变 复 结构 , 它 由 分 解 式 A= d; 
UA FEX.: MGU 有 GG 不 变 Kaehler 度量 当 和 且 仅 当 存 在 元 素 
H Ebr, 其 中 Dba H 95 中 4 实 线性 生成 的 子 空间 ,使 得 
=0, aE Ao; > 
(4.10) a(H). >0, aE AN dr - 
<0, aE 4 af Ae 
证 为 了 给 出 引 理 4.1， 将 式 (4.6) 定 义 的 了 加 以 复 化 ,即将 
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五 扩充 为 GS 上 的 复 双 线性 函数 . 然后， 再 将 与 了 有 关 的 条 促 
(4.4), (4.5), (4.8), (4.9) 9° 上 写 出 来 ; 为 此 利用 9” 的 关于 
Oartan FARA DE 的 根子 空间 分 解 
g= b+ 之 ga 
w= Het D Ga. 
S G/U 的 G 不 变 复 结构 了 定义 了 分 解 
- gf =0 +Ü, anis čs; 
这 里 一 "A ot 关 对 8 的 共 轿 oc 已 知 2 
a nt= ga 
a= hnt, i- -X qo, 
而 tm na, noma, 
将 8 上 实 线性 变换 自然 地 扩充 为 9 上 复线 性 变换 , 记 作 .于 是 
J*|nt=/—lidy, JE|ln= — v — lidn, J°l¥=0 
所 以 OS n 
: 0, aE do; 
(4.11) TX. | ya. aE Ay 
E VYTIX, a€ As Sa 
另 一 方面 , 记 B 为 复 半 单 Lie 代数 o° 的 Killing W, ,定义 
O° 上 的 复 斜 对 称 双 线 性 形式 
(4.6) F(X, Y)=BW, [X, Y). 
它 限制 在 8 上 即 为 (4.6) 式 . 所 以 现在 定义 的 也是 (4 6) 式 定义 的 
实 斜 对 称 双 线性 形式 五 的 复 扩充 . 
由 于 [Xeo X 1-H MABW, [Xs XW, 
H,) =aW), RHF Xs, Xe] =MesXars, a+ B40. 所 以 
BW, (Xe, Xsl)=0, 于 是 有 


(4.12) F (Xa, Xa) BW, He Ža 
a(W), %48=—a, 


BA FOS, g5)=0. MURG., DEARER. 余下 要 讨论 
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Shh (4.8), (4.9. 今 由 (4.10 及 (4.132)， 
% 4G dey 
US Xa, X,)- va LF (Xe, Xe), Edr 
JIE (Xe, Xe), a€ 4, 
0, a+B+0 Rat+B=0, 
_ aE do; 
~ —la(W}, a= — BEd 
-s~ -la(W), a= —8E 4. 
0, . Bran 0 
Bta=0, BE do 
—V—-1RW), B= -aE 45 
VIEW), B=-a€4y. 
0, BE Ags 
(ASHI (Ke, Xa), BE Ass 
IF (Xs, Xa), BE4-i 
=E(JEX g, Xa 一 一 下 (ww JEX a). 
再 由 hcs, PLA Fos, b5) 一 0， 所 以 证 明 于 
(4.18)  F(JEX, ¥)+K(X, SP)=0, VX, VES. 
FE He, 


F(X, JX)= 


sl F(X -/-i/X, X+ AF), 
. VX ES, 
Hep X—-J—-1XEa, YVXEg MAKTE F, IX 
ARE 
Sa FE, ¥)>0, vVXEa 
BT. Bim PGS, g5) 0, 所 以 问题 化 为 求证 
(4.14) ay FS, X)>0, vowxent, 
今 由 (3.9), 有 
“ 184+ 


£,- | Xia aÇ hs 


—Xa, af A, 
Bir bh, 取 X= > CoXaen*, 
HH e EC, Mh (4.12), 有 
1 
J/—1 


~ v= 2, [ea |?a(W) -v1 aefa oj "2 (W), 
= =, lela) - Ba Jola, 


aE N 
Eh H=-J/-1W, FR FF F(x, X)>0, VOXen’ 


当 且 仅 当 五 = 一 MV 二 iW 有 
a(H)>0, Wak ds 4, 
a(H) <0, WaG4,, AÈ lr 
È U-C(W) MS alH) =0, Ya€ dy, 

反之 , 若 吾 适合 上 面 三 个 条 件 , M= VOLE, i ú= 
OCW)， 这 就 证 明了 引 理 . 

BEAL TEREFE Lie R. U =Q BRAT 
SLET. MGU EE LBRREAL BERR 
Kaehler 度量 , #8 KechlerJé ty (4.6) R YALE TPES, Hoop 
ENF WIR W A a(—+/—-1W)=0, Vee 4; a( 一 ViW) 
70, Va€ d. 

EGR HU dad, Ms~ Fg, 取 及 ,Sin 使 得 
ACHs) =<A, 8), VAGON HSS, 有 

aH) i =0, aÇ doy 


>0, aG. 
FAS} 4.1, 便 证 明子 定理 ， 
下 面 考虑 非 紧 的 情形 , RNA 
定理 4.2 EG RAE Lie 群 ， 其 中 心 由 单位 元 束 
组 成 , U= CS) See TA, 是 环 面 于 群 信 的 中 心 化 予 . EK 
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AGPS U 的 最 大 紧 子 群 , 则 G/U 有 G 不 变 Kaehler 度量 当 
HRX G/K & G 不 变 复 结构 ,使 得 自然 映射 mn: G/U>G/K 是 
SoM. TTA, 这 时 G/K 为 Hermite 对 称 旁 集 空间 , K/U 为 
G/U 的 紧 复 子 流 形 . 
证 ”我们 不 加 说 明 地 使 用 定理 3.1 中 引进 的 各 种 符号 . 设 G 
的 不 变 复 结构 定义 了 分 解 
4=d4U4U4 


由 于 4cC4, 我 们 取 : . ae f 


(4,15) aan 7 
` = fja EA jahh, 
则 a 
(4.16) Aw UL UE. 
是 根系 4 的 两 两 不 相交 的 子 集合 的 分 解 ， 令 . 
g=f+p 
是 9 RY Cartan 分 解 ,于 是 
br — 


_ aenur- 


”假设 QU BORE Kaehler sti, 下 面 诈 明 分 解 式 以. 16) 
给 出 了 OK 用 不 变 复 结构 . BE, BF A- 4s, wre ri 
一 一 了 ,余下 要 证 明 OOOO 

0 aEMUT':, BED s, a+ BEA, 则 wtBET:. 

Salk, BEL, at+BE4， 由 于 IE, pcp, BU fy 
bo]Cpe， 即 w+ SAE4 at hs. FRatBEL.ul_. mE 
a+BET-, 则 w+BE4， at BEA, BL G@+A)(H)-a(H) 十 
BH) >0, 但 是 86ET4, :所 以 B( 瓦 )<0， 于 是 a(H)>0. 由 
(4.10), WU aCA N 4 于 是 a, BEA, MatBed., KFH 
FH, 所 以 证 明了 at+BET4. 再 waET BEL, Ma, BEA, a, 
BEA, HatfEd, Muat+pEed, ather, Watse 
A. (4.10), ACe+f)(A)>0, -HH Ha, BET., 所 以 
a(H) <0, B( 吾 ) <0、 这 又 导出 矛盾 ,所 以 a 十 8E +。 至 此 证 明 
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了 分 解 式 4=4.UT,U0 定义 了 G/K 上 一 个 G 不 变 复 结构 . 
由 这 个 G 不 变 复 结构 ,定义 了 9g" 的 一 个 复 子 代数 0。 EWS 

成 , 

(4.17) b=ft+ > Ge. 


‘Ti g© =5+5, N=. XIN, G/K 显然 为 Hermite 对 称 旁 集 空 
间 . 
S G/U 的 G 不 变 复 结构 定义 了 9° 的 复 子 代数 a, m 
= HS + 之 Ga—5, 


这 证 明了 自然 映射 G/U>G/K 是 全 纯 的 . 
” 子 代数 m =an eT EKU 上 的 不 变 复 结构 , 使 得 
K/U Æ G/U 的 紧 复 子 流 形 . 
反之 , WG/K 上 存在 GREE, HE RB we, G/U 
一 G/ 五 是 全 纯 的 ， 则 由 式 (4.177 的 复 子 代数 0 ， Hb ALY, 
定义 的 复 结 梅 ;导出 分 解 式 s= AUT UT- WLA 
个 分 解 式 , 便 求 得 五 :EDn, 使 得 
[ =0, a€ dy 
saro >0, a€ľy . 
- <0, «EL, 
另 一 方面 ,由 引 理 3.1, 我 们 得 到 H€ Dn, 使 得 
: =0, a€; 
xs) >0, a€; 
<0, «a€A, 
Ro>O 充分 大 , 令 H=He—cHs, MRNA 
a E Ay; 
aE hN das 
<0, xc 人 sy， 
HIA t, 所 以 G/U 允许 一 个 G 不 变 Kaohlor 度量 . 这 就 证 
明了 定理 . 
推论 BDAC HAA. MA OEM Lic 群 G 
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在 DD 上 作用 可 递 且 有 效 , AG 中 元 为 了 上 全 纯 同 构 。 WDA 
复 流 形 , 全 纯 同 构 于 Hermite 对 称 旁 集 空间 ， 

证 由 假设 ,作为 0” 流 形 ,我 们 无 妨 设 D-G/U, 其 中 GH 
连通 实 半 单 Lie F, U y G 中 紧 子 群 . 由 了 上 复 结构 及 Borg- 
man 度量 ,定义 了 G/U 上 G 不 变 Kaehler 度量 ,应 用 定理 4.2, D 
中 有 连通 紧 复 子 流 形 K/U, 所 以 K/U 为 Cr 中 连通 紧 复 子 流 形 . 
因此 C 的 坐标 函数 在 下 /0 上 必须 为 常数 ,所 以 下 /VU 为 一 个 点 ， 
BE =-U, 因为 迷 向 子 群 U 为 G 中 最 大 紧 子 群 五 ， 这 就 证 明了 
推论 . 

注 记 E. Cartan 在 1985 年 提出 了 一 个 著名 的 猜想 : “如 果 
和 "中 有 界 域 九 在 全 纯 自 同 构 构成 的 连通 实 Lie F Gt EERTE, 
N D ARRARIR LENAR R 也 定义 为 这 样 的 有 界 域 , 使 
得 对 了 中 每 一 点 x， 存在 也 的 全 纯 自 同 构 cs， 使 得 cs 以 HH 
WAR, Hoj=idp, Koszul 及 Borel 独立 地 在 GG 为 半 单 Lie 
群情 形 ， 证 明了 这 个 猜想 是 正确 的 ， 后 来 , J. Hano 在 G WAR 
Lie 群 的 情形 ， 也 证 明了 这 个 猜想 是 正确 的 *， 但 是 ，Pjateookii- 
Shapiro 在 一 般 情形 , 否定 了 这 个 猜想 . 

最 后 ,我 们 给 出 紧 齐 性 Kaehler 流 形 的 结构 定理 . 

定理 4.8 KM 是 一 个 紧 齐 性 Kachler 流 形 ， 则 M 分 解 为 

紧 齐 性 Kaehler 流 形 的 拓扑 积 
(4.18) M=T x Gi/U1x + X@n/Um, 
其 中 了 为 复 环 面 ， 它 具有 一 个 了 不 变 Kaehler 度量 , X G/U, 是 
连通 紧 单 Lio HG, 模 紧 子 群 D, 构成 的 紧 Kaehler 旁 集 空间 , 使 
得 UV; 为 G 中环 面 群 & 的 中 心 化 子 ， 而 且 , 6 的 中 心 由 单位 元 素 
构成 , GW/ U4， 单 连通 , $==1, 2,…,m. 

证 AY MOR, 所 以 A 可 表 为 Kachlor SRAM G/U, 其 
中 G 为 紧 连 通 Lie 群 。 由 定理 3.2, M 可 分 解 为 aehler 流 形 的 
拓扑 积 : M=TXG@’/U, HHT ARMM, C 为 紧 半 单 Lio 群 ;使 
= J. Hano, On Kashlevian homogeneous spaces of unimodular Lie groups, 

Amer. J. Math. 69 (1957), 885~900. 
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得 GF 的 中 心 由 单位 元 素 构成 , 又 GVU 单 连通 . 
于 是 为 了 证 明定 理 ,无 妨 假设 G 为 连通 紧 半 单 Lie 群 ,使 得 G 
的 中 心 只 由 单位 元 素 构成 ， 这 时 要 证 明 i 
(4.19) - G/U =41/U1x > XGn/Un, . 
其 中 G/U, 之 条 件 见 定理 之 叙述 . 
设 紧 半 单 Lie 代数 8 分解 为 紧 单 理想 直 接 和 
6 = gO Dm, 
EG AG PHAR g 的 连通 紧 单 Lio FE, HF G 的 中 心 由 单 
位 元 素 构 成 ,所 以 Gi 的 中 心 也 由 单位 元 素 构 成 , LA eR 
G= GX Xx Gin, 
jg &=LieU, FETE W Ea, H&=OW), W=Wit e +W nm, 
Wi€a. WC, Wi) =%, 则 名 分 解 为 理想 直接 和 
t= tat +--+ in, 
在 G PO A PR U, WU 是 GL PRT OS, Ah 
心 化 子 ， 且 UV 有 下 面 直 乘积 分 解 ; 
. U=UixX XU mn. 
今 旁 集 空 间 G/U; 是 0” 流 形 , 它 单 连通 , 下 面 证 G/U. WG 
不 变 Kaehler FREN, 
Æ a 中 取 Cartan FRA HDW. 记 了 人 8 二， 自然 有 理想 
直接 和 分 解 


b=bi te 十 Dm. 

所 以 时 HF O° 的 根系 4 能 分 解 为 两 两 不 相交 的 子 集合 的 并 .; 
4 一 小 U…U dn. 

使 得 a=b + 2 a. 


py sh (4.11) 可 知 7cgCgeo， H h cA, a J=, hey, 
J egfCef, 所 以 veCg， 记 

Jı=J ig, 1 一 1 2, =, m, 
则 易 证 J, 为 和 上 Koszul PF, HERET G/U; 上 G PER 
HH, KUG/U ARR. Alt4.19) G/U 分 解 成 复 流 形 的 
IR, 


* 159. 


最 后 证 明 G/U, 为 Kaehler 旁 集 空间 ， 对 G/U 的 Kaohler 
度量 9， 记 由 9 给 出 的 Kaehler 形式 为 8， 则 8 诱导 了 9 上 实 斜 
. 对 称 双 线 性 形式 ,使 得 

F(X, Y)=BW, [X, Y]), VX,YEg, 
其 中 为 的 Killing W, mM Web, #=CW), 

下 面 首 先 证 明 P(g, 9) =0, tj. WEE Ba WM Lie 代 
a, Pre [gi, al =a, Ca, g} =, Æj, 故 任 取 X, YEq, ZE 
S; M 

0= F(TX, Y], HA+FCY, Z], H4+F(Z, X], Y) 

=F((X, Y], Z) 
WAR Fo, oJ, 89) =0, WECO, g)=0, 

今 任 取 X, YEg, W XXt +X,, YY tY n, 
其 中 X, Yea. Wh W=Wit e Wn, WEg 有 


F(X, ¥)~ BW, LX, YI) = BS We SLX, Va) 
=$ BW, X, D-E, Y), 


其 中 Bi 为 Lie 代数 @ 的 Killing 型 ， 由 于 FARE (AA), 
(4.5), (4.8), (4.9), PEL Fy AREA), (4.5), (4.8), 
(4.9). 因此 由 五 诱导 了 G/U: 上 GG 不 复 Kaehler Bg, a 
G/U; 为 Kaehler 旁 集 空间 , 6-1, 2,…, m， 至 此 证 明了 定理 . 

注 记 1 我 们 知道 ,不 可 约 对 称 Hermite WATE RR 
空间 G/K, Jp G 为 连通 实 单 Lie M, K 为 G 的 最 大 紧 子 群 ,而 
且 表 法 唯一 , 即 若 可 表 成 男 一 种 形式 名 /下 s, NG-G,, K=8y. 
BENRA AJH Kaehler WE, 作为 党 集 空间 的 青洲 不 一 定 叭 
一 ， 倘 如 对 不 可 约 紧 齐 性 Kaohler WAP, 有 下 面 三 种 汶 形 ， 它们 的 
旁 集 空间 表达 形式 不 叭 一， 

1) Ga/ (Axx BYES /(SOBYXT);,, aa Ae 

2) 8,(n)/(S,(n—1) x T) = SU(2n)/SU (Qn) N CU (A) >» x 
U(2n—1)), ( 奇 维 复 射影 空间 ); 
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8) SO(2n4+2)/U (at D = S0 n D/U mY， 其 中 全 为 -一 维 

实 环 面 ， 
注 记 2 如 果 我 们 用 33 末尾 的 注 记 , 那 玉 定理 4.8 很 容易 地 
推广 为 用 连通 约 化 Lie 群 作 用 的 齐 性 Kachler 流 形 的 结构 定 


注 记 3 由 定理 2.2, 定理 3.2 及 定型 4.1 可知 , DD 空间 是 这 
种 C 空间 , 使 得 它 也 是 齐 性 Kaehler 流 形 。 由 于 这 个 原因 , 所 以 
D 空间 常常 在 有 些 文献 中 被 称 为 Kaehler C 空间 . 

注 关于 齐 性 Kachler 流 形 的 基本 猜想 * 是 :“ 齐 性 Kaehler 流 形 全 纯 局 
构 于 全 纯 纤维 从 , 其 底 空间 全 纯 同 构 于 Cn 中 有 界 域 ,纤维 全 纯 同 构 于 两 个 并 
ii: Kachler 流 形 的 拓扑 积 ,其 中 一 个 是 具有 不 变 区 sebler 度 是 的 交换 Liot, 
另 一 个 是 单 连通 紧 齐 性 Kaehler 流 形 ”. 我 们 已 经 知道 , U RAJAR GER. 2 

或 者 如 果 有 一 个 连通 半音 Lie 群 可 北 且 人 金 纯 同 构 地 作用 在 一 个 流 形 上 (定理 
4.2), 那 末 这 个 狂想 是 对 的 ， 


i 


.G. Gindinkin, I. To 、Pjateceki Šapiro, E. ` Vinberg, “Homogene ous 
Kashler manifolds”, OL MOE. TH. ‘Ciclo. of ind, 1987) TET. Cem 
的 参考 文献 由 还 公 合 了 关于 章 性 Keebler RUBIA TIAL.) 
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第 六 章 “ 齐 性 向 量 从 和 诱导 表示 


S1 全 纯 纤 维 丛 


定义 RARE BUSH MLAS r, 又 设 复 流 形 
F 上 有 一 个 连通 复 Lie 群 G AME) 全 纯 地 作用 , 使 得 B， 
M, æ, F, G 有 如 下 的 关系 ; 

O 复 流 形 W HEERMA Ud, 使 得 对 每 个 w， Uax E 到 
B 的 开 子 流 形 mr ww 上 有 一 个 全 纯 同 构 ; 

Pa: Ua x Fant Ua), 
H. pa 适合 条 件 

mops, y)=2, VYEF, vE Ue, 
(2) HUANU +h, WHEE ARR 


Jag: U.NU 2G, 
使 得 pa lw, Jas(%)Y) = haa, y), Vee U.NUe, ye, 
则 (B, M, T, F, G, {Ua}, {Pa}, {gua} ) 


称 为 全 纯 纤 维 从 .其 中 B 称 为 从 空间 , 用 称 为 底 空间 , F 称 为 纤 
Ci), w 称 为 射影 。 对 底 空 间 型 中 任 取 一 点 w， 则 a) Ae 
FF, mteaa w 上 的 纤维 .又 G 称 为 结构 群 . {9as} 称 为 
这 个 全 纯 纤 维 从 的 转移 函数 集 ,gos 称 为 转移 函数 . 

TE RELER AW, KARR. “H Lie HAHA 
“可 微 ” 及 “0" 流 形 ”、“Lie 群 ”或 者 分 别 为 “连续 ”, 及 “拓扑 空间 ”、 
HIE, ROTULE O 纤维 从 或 者 (拓扑 ) 纤 维 从 . 

定义 ”全 纯 纤 维 从 

(B, M, œ, F, G, {Ua}, {Pa}, {9u8}) 
及 (B, M, a, F, G, Vi}, tat, Corah) 
称 为 相同 的 , 如 果 当 UNV AGH, FEZARN 
kar: UNV: >G, 
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使 得 polw, kor lt) = Y), VeeuaNV,, YEF, 
且 Fag (æ) 一 Kon (#) “idas (a) keu (æ), Va E Ua nN Us N F, Nn Va. 

显然 全 纯 纤维 从 的 相等 为 等 价 关 系 。 所 以 今后 凡 相 等 的 全 纯 

纤维 从 看 作 一 样 ， 而且 为 方便 起 见 , 今 后 全 纯 纤 维 从 

(B, M, x, F, Q, {Ua}, {ha}, {gas} 
简单 地 记 作 (B, M, n, F, 的 ， 或 者 记 作 (B, M, 只， 或 者 记 作 
B, 

下 面 举 一 些 很 有 代表 性 , 且 很 有 用 的 全 纯 纤 维 从 的 例子 . 

Wl H B=MxF RHE M AP HHS, Ao, B=Mx 
-> 及 为 自然 射影 ,使 EM, yer, alw, y) =s. 取 G= {6}, B 
由 一 个 单位 元 素 构成 的 0 维 Lio HH, WM Ah MAR 
个 开 集 构成 ,为 了 符号 一 致 起 见 , 记 以 =U。 Ko. 为伍 等 映射 ， 
gaa(w) =@, VEM. 则 得 一 个 纤维 从 (B, M, æ, F, GA, Us, Pas 
Jaa). ERA “上 具有 纤维 空间 五 的 平凡 纤维 从 ， 这 是 最 简单 
的 纤维 从 . 

: A2 下 面 引进 下 上 的 全 纯 切 向 量 从 ,或 简称 为 到 上 的 全 纯 
WA, 

BRMAnHARB. MBER Ae W TM) AM ER 

ch, 0) 型 切 疝 量 全 体 构 成 的 线性 空间 。 SERS 

l B= |) TaM)*. 
定义 映射 r; E>M, {E wo *(2)=T,(M)*, Vee M, 到 FF=C", 
G=GL(n, C)， 在 型 上 取 局 部 坐标 邻 域 覆盖 Ua. Ua PRE 
标记 作 KET e, Ba) FEW LUE L— ABER 

Qa: Uax C*>07(U a), i 
使 得 bo — 

veEU *(at, +, a EC", 

为 使 加 Hey, 便 在 召 中 引进 了 拓扑 , 并 且 有 关于 此 拓 
扑 的 复 流 形 结构 , 使 Ua xC E pRa U) EAE 
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palo, "(a =, a) = Sa (2. 2 j, z. 


同 构 。 取 a ag! 
| E = (38). 
Jas (a) = : : EGL, ©), 
GD. ~ ED. 

则 有 Palt, Jea at, =, a)) = pele, a, e, a"). 
至 此 得 到 一 个 全 纯 纤 维 从 (8B, M, w, C, GL(n, C), {Ua}, 
(Pats {Jeste ERA MASP eB, He SERA, 

H3 设 G 为 连通 复 Lie BR, H WG WWA Lie TR. FE 
旁 集 空间 G/T 中 有 自然 的 复 结构 ， 使 射影 e: GQH 是 金 纯 映 
H. WH AF RREAT Ab. te O/H He wile) 的 邻 域 U 
E, MRE o: UG, 使 得 在 UU 上 wso=ido,: EB aS 
G, WU.=1.(0) 4 C/A 中 点 ww(@) 之 邻 域 ， 用 

o>L€E (Ti (2)), VaeUs 

TEM TR oa Use 一 G, RE ta Ha EGH EREN: nite) 
=0{aw), VeeG, Ln H Lie EA WEFT. AERA w= 
ido, TEU, ERY., EM i 


i a: i i 0.x An UU a) 、 
为 Gila, h) =0 Dh, VeEUs, hE AS . 
id Jal) = Ta (x) Iole), : -VE Us N U», 


WG, G/H, a, H, H, {Ua}, buh, 10a) AEM EM... 
BE, Mx, P, G, Wo), {ohz W DERFRA 由 

定义 可 知 FADEREN, B Ua NYAU, +h, MEREEN 

UsNU,, 有 à 


geal) gn, (2) = gate). gar 
LH UNU, 、 
P gusta), Wat ND, 
特别 ET 
Bee TORKA NAA PAn EI wT (w); We GU EA 
(4a). oa Shak, Ws NYE RS Gite es ot 
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显然 , RE F a| ee) LS oe, 

定义 AHEM CH, M, x, C, GLIN, C)/) HM 上 全 
纯 向 量 从 ， 特 别 , NL, HM ESR, 

对 全 纯 向 量 从 (BE, 天, w, CY, GL(N, ©), 在 每 个 纤维 
mw“(z) 上 可 以 引进 复线 性 空间 结构 ， 使 得 任 取 E54 Hd.) 
定义 的 映射 Pa.: 是 GY 到 mo 于 的 线性 同 构 . 

这 样 定义 的 线性 空间 绪 构 和 a 的 选取 无 关 ， ERE, FH we 
UNU stp. 有 passy) = paw, Y), PeU) = pale, Y), VYE CY, 
AM Pale, Jaala) =Pale, WD. EA Pa, Y) = palt, Gaale)y) 
Spaa Jaa EY), VYECY, WD hos = paso gae 0), EC ERN. 
此 即 

Paspas ™ Jas lŒ), vwEUaf Us. 
由 于 guskz) 是 CY 上 的 线性 自 同 构 ,所 以 mw) 的 线性 空间 结构 
:与 aa 的 选取 无 关 ， 
. 例 2 中 给 出 的 ， BASLE EAE A 
个 例子 . 
纤维 丛 中 最 重要 的 一 类 是 所 谓 的 主 纤维 从 ， 

. 定义 ”全 纯 纤 维 从 (P, M, x， 了 ，G) 称 为 主 纤维 从 ， 如 果 了 
=G, HG 作 骨 在 “ 四) 上 是 按 左 平移 作用 . 主 纤维 从 将 记 作 
(P, M, w, @), 

例 3 给 人 出 的 全 纯 纤维 从 (G， G/H, a, H, H)BWU H 为 结构 
BEY ES SEM, 

E(P, M, x, G4) 为 主 纤维 处 ， BL a€G, 定义 映射 Ba, P—>P 
如 下 : 任 取 pEP, Wa@MeEewM, THEE mlp) EUa. HFE 6 
EG, 使 : 
po Ne, p=baa(p),. By. 

令 8 Rm = balp), ba), : ; 

为 了 证 此 映射 定义 有 意义 ， 需 要 证 : 设 wp) EU, ND, 
W p=b. rtp), D) = psp), 0); GEG, 有 Welw(p) ;i ba) = 
Ppa(a(p), ca), BRE, H ge) ¢) = fale); Gas oa lp) e) 
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及 办 之 一 一 性 可 知 8 =Gase(p))o, TE allp), ba) = 
al (Pp) , Jaa (Œ (p))ca) =Pe(a(p), ca), WEHT. 

映射 Rs 显然 是 全 纯 同 构 ， ERA PH «(CG 作用 的 右 平 
B®. 今后 Rw) Baud pew. To, ropa BhTRG PE 
的 右 作 用 ，G 关于 点 pCCP) 的 轨道 为 ae) 点 上 的 纤维 为 

wr (p)). 

下 面 从 全 纯 纤 维 从 (B, M, a, F, O Ih SGM CB, M 
w, F, OBEREA. 

首先 , 记 N={a€Glay=y, Vye F}, 
于 是 , NAGHHATH, BR, CAGHEATH. WAG- 
G/N 仍 为 复 Lie #. TEG EF EBER, GAGE EF EMA 
效 作用 . 记 标 准 射影 G9-> 介 =G/N， 则 以 gEG 为 代表 元 素 的 等 
价 类 aN =a, 

定义 BB, M, x, F, G) 为 全 纯 纤 维 从 ， 全 纯 映 射 e; F 
BRATSARAH, WR CCM, io E FA ™ (0). 上 的 
Soli, A ED。 则 存在 &EG, 使 得 

paslo lu))=ãy, VYyER, 

W P 为 全 纯 纤 维 从 (B，M a, F, G) 上 所 有 可 容许 映射 的 集 

E. FR SHR op,PoM, CEMA, 如果 oF) =2 4), 则 
zelo) = s, HINARI Ya: Vax Gos! (Ua), 它 定义 为 

Pala, €) 一 内 ,oo op 

即 (ale, 0) Y) = Fary) = ale, ay), Wy¥er, 
再 证 Gas (@) = Jaa (€); VEEUaNUs k0. FÆ 
a CP, M, TP, &, G, {Us 3 {i}, {Gaa}) 
定义 了 一 个 主 纤维 从 . 

事实 上 ， 我 们 可 以 按照 使 一 一 映射 由 -: Ua x 全 sw +4(0) 是 全 
纯 同 构 的 办 法 , 在 了 BOLE AAR IUESERS, ATRE C, M, 
np; FY EPR. 

fy LAE We, 如 果 引 进 oe, Px FOB, 它 定 义 为 ž(p, » 
=p(9)， 则 有 交换 图 
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PxF—>B 


(1.2) | |æ 


P- M 
其 中 PxF>P 4p, 殷 ->p。 WH alp, Y =7lp', y) 当 且 仅 当 
存在 GE 他 E p = pt, y =a-4y, 
定义 ”给 定 全 纯 纤 维 从 (B，M，z， F, 9])， 则 上 面 构造 的 主 
HEAP, M, op, 的 称 为 相伴 主 纤维 从 . 
例 4 LAEE, 及 ,wr,C*,GL(N,C)) 上 的 可 容许 映射 
o Je CY aE hE oTa ERRER. X CY 中 标准 基 a= 


(人 


(0, ++, 0, 1, 0, =, 0), i=1, 2, =, N, 则 可 容许 映射 o 的 像 集 
ole), =, oles) 34 ala) 中 一 组 基 . 反之 , REKEM, 及 
mi(o) 上 一 组 基 fis, +, fo, WDE CY 到 m+(w) 上 的 线性 同 构 
a, fi ole) =f, t=1, 2,--, N, RKWARREW UA wto) 
中 的 基 来 表达 , 所 以 了 可 以 看 作 由 一 切 zcE 对, 一切 mla) 中 的 
基 构 成 ， 从 这 个 意义 来 说 , 当 卫 是 到 上 的 全 纯 切 向 量 从 时， 己 称 
为 有 [上 的 全 纯 标 架 从 ， 

上 面 从 B 定义 三 的 过 程 也 可 以 用 下 面 的 方法 反 做 ， W P, 
M, me, 9) 为 主 纤维 从 ,也 为 复 流 形 , 9 在 F LEH, te PXE 
上 右 作 用 ,定义 为 

(p, a= (pa, ay), V@, WEPXF, a€G, 

B= (PxF)/G 是 @ 在 已 x 刀 中 的 轨道 空间 , 即 每 个 轨道 看 作 
一 个 元 素 构成 的 集合 ， 定 义 映 射 mr BoM, 使 得 下 面 图 


PxF—>B 


P -=Z M 
是 交 摘 图 ,这 里 天 是 已 x 瑟 到 已 上 的 自然 映射 ， 于 是 B, M, a, 
F, 9) 定 义 了 一 个 全 纯 纤维 从 ， 事 实 上 , 卫 是 由 ;2 PARR} 
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以 及 映射 集 {us} 所 定义 , 这 里 pa: Ua x Gm! (a) fae aD 
由 此 , 我们 可 以 引进 映射 Bs Ua x Powe 1) ， 它 定义 为 
Pala, À = Hala, D, y, Vie, WPEULxF, 
容易 证 明 pa 是 Usx 瑟 到 和 1 上 的 一 一 对 应 。 所 以 可 以 在 B 
上 引进 拓扑 和 复 结 构 ， 使 得 对 每 个 w pa SE Ua x F Bote) ik 
的 全 纯 同 构 ， 因此 不 难 证 明 (B, M, w, F, GD) 定义 了 一 个 仿 纯 纤 
维 从 . | 
定义 ”对 主 纤维 从 (P, 及 ,xp, G), 设 了 为 复 流 形 , AGE 
五 上 作用 , 按 上 面 办 法 构造 的 全 纯 纤 维 从 (B， 履 , x, PORKE 
纤维 从 (P，M, op, G) 的 粗 伴 纤维 从 ， 这 时 , 我 们 记 BoP xk, 

MRM SHAE IAB, M, ox, F, ORR, WEZER 
EHEAR, M, mp, G), 再 从 主 纤维 从 (P, M, wp, O, G 
在 玉 上 作用 ， 构 造 与 之 相伴 的 全 纯 纤 维 从 了 xeF， 由 图 (1.2) 可 
以 看 出 PxcF M BAR LH, 

设 (P, M, mp, OBAGI, 设 p，G->GL(N, ORG 
PHBA, W GRR a -E=ploé, VECE, oEG 可 以 定义 
G 在 CY 上 的 作用 .所 以 由 这 个 表示 ， 便 定义 了 一 个 相伴 于 (P, 
M, op, G) 的 全 纯 向 量 从 (B, M, æ, C, GLN, ©). 

定义 RB, M, s, 了 ,为 一 个 全 纯 纤 维 从 . oats i) s: 
MB 称 为 B 的 截 影 ， 如 果 wes=idy, B 的 所 有 截 影 物 成 集合 
TB). l 

BE, M, x, CY, GLO, CAAMA, 我 们 可 以 定义 
E> wee Pir, 和 
(eis) (ey +a(s,(a)), (81 +82) Co) = 5, (a) ech we 
Vee M,a€C, s, ssET(B. 于 是 XB) 是 复线 性 空间 .， 这 时 
还 可 以 证 明 工 (B) Ad, FRE, 任 取 zE M, 则 mw-1(w) 为 线性 空 
闻 , 它 有 零 向 量 , 记 作 O0. FR 可 定义 0; Or Vee 有 H， 易 证 0 
WB, 称 为 零 截 影 , 卓然 OET(CB). 
.下 国定 理 基 熟知 的 ， Me aa 
CORBA BEE M, AM LARS. fo MK 
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PCE) EA BRE a RYE STA 

下 面 命题 在 下 一 节 有 用 . 

命题 1.1 RP, M, wp,G) 为 主 纤维 从 ,，p: GGLCN, © 
为 :GQ 的 全 纯 表 示 。 MRSS RMA = Px CY, We HREH 
成 的 复线 性 空间 CE) 标准 同 构 于 了 上 取 值 于 CY 的 适合 下 列 条 
件 的 金 纯 向 量 函 数 s 构成 的 复线 性 空间 , 即 


(1.8) 8(pa) 一 p(o) sp), VpEP, a€G, 
证 任 取 sET(BE). 定义 8:P~>C* 为 
(1.4) S(mp(p)) =a (p, 8(p)), YpEP. 


容易 证 明 s->s 是 线性 同 构 ， 命题 证 完 . 


$2 紧 复 流 形 嵌入 射影 空间 


先 考虑 复 射 影 空间 P”(C) 上 的 全 纯 线 从 ， 记 
F= CNV+1 {z=* (2°, z! oes, 2”)}, 
V,=V — {0}, 
过 点 2 MRR], FRA RRR Go. TPC), E 
a=]. FEAA ARY on, V (OO 定义 了 一 个 FP"(©) 
上 主 纤维 人 ,其 结构 群 为 C*C 一 {0}. 
为 此 ,对 入 =0, 1, 2,…, N, iz 
U= {[z] € P” (©) |z* £0}, 
旭 aiU) = =t, zt, ve, 2) [2 20}, 
可 以 定义 映射 pau U, X Coat, N 
(lel, a) = (a $n e a E a, oF, e a), 


BR, ALAZWA. BWR] ENUA (led, a) = 
dallu], b), Mi l= Lw], a=b. 所 以 , 信 


2.3). ED- [1€U.NU,, 
We TEPRAV. PO, m, C, {U}, hh iad). 
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下 面 定义 线 从 . 
取 整 数 定义 映射 %: CC" = (GL, CA 
mla) =a, Vace. 
这 给 出 了 乘法 群 C* 的 表示 .用 此 表示 便 构造 了 相伴 于 (V， 
P(C), w, CO 的 全 纯 线 从 , 记 作 B 这 时 EWR ARH Ua 
的 转移 函数 由 gae (2) = (2*/2")' aM, Heh CU NU Ld. 
在 1=1 的 情形 , 即 BL, CPR PO LRABRM, RS 
B, 全 纯 同 构 于 
H,= {(u, 2 EPIC) XV | k]=u 或 %=0}, 
事实 上 , EMH a: Vx CoP) xV # 
a(z, a) = ([z], az), 
WW a(z, a) =a(w, 5) 当 且 仅 当 [2] =[w], az—bw, MAREE 
C*, 使 得 w=zo, 而 5=oio， 因 此 ww 诱导 了 Bi A A 上 的 全 纯 同 
#9. . 
RA E : 可 以 实现 为 PY(C) 上 的 超 平 面 截 影集 ， 
定理 2.1 对 P(C) LAK B, & ICH) ={0}, 1>0, 
TREAT OO 上 一 次 多 项 式 函 数 空间 , <0, 
证 由 于 召 是 相伴 于 主 纤维 从 (7V,,， P(C), r, CERE 
示 各 得 出 的 全 纯 线 从 ， 由 命题 工 .1, 所 以 CE) 同 构 于 严 。 上 所 省 


适合 条 件 _ _ 
s(az)=a's(z), V2EV,, a€C* 


的 全 纯 函 数 构成 的 空间 ,由 于 .= CY {0}, eV, baat 
函数 能 开拓 到 C 上 , 所 以 能 在 原点 附近 展 成 收 全 禾 级 数 


8(z) = D tnni (2) (4) Bee e, 
tes $1, 4" =0 


于 是 ala) È) aagaaga ttt (0) (at) hene (A) t, 
由 于 a5 (az) = 5 (0) RRM RTE HOME — He, 立即 有 
CE (Qi thet thw D) =0, 2 加， ty, very ty =0, 1, “ee 
对 一 切 EC 成 立 ， 所 以 当 1>0 时 ， 对 一 切 指标 to, ta, +, by, 
Gaiety =O, BU 82) =0, YEV, IB) =0, 1>0， 当 1<0 时 ， 
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除了 —b=to ttt tis Sb, Qiang =O, 这 证 明了 so 是 z, 2, 
…, 2 的 一 1 次 齐 次 多 项 式 ， 定 理 证 完 ， 

设 为 紧 复 流 形 , (4, M, m, C, @*, {Ua}, Wah, {Jaah H 
及 上 全 纯 线 从 ， 已 知 dim 了 (及 ) < 过 co. RICH) #{(0}. ELA 
一 {0} 中 取 一 子 和 集合 {s0，s1,…, swt, 使 它 适 合 条 件 (2.2), 即 
(2.2) 任 取 ce 1， 存 在 指标 A, 使 得 s(z) 关 0. 

利用 子 集合 {s 81, …， syj， 可 以 定义 一 个 全 纯 映 射 

Oo: M->P* (©), 
CENK: FER 2EUe。 MA ETIU), BF Pa: Uax C 

wiU), 所 以 
s(a@)=¢.(@, u), ucc, 
注意 到 由 为 一 一 映射 .所 以 w h alaw, Kid U= Sala), 
则 有 
s (e) 一 加 (sn(C))。 
于 是 *(S0.0(@), °°, Swia(a)) E CIH, 
由 条 件 ， 存在 指标 j, fis, (2) 40, WH Sal) +0, B 
Coa Ce), +, Sna) ECH {0}. 于 是 可 以 定义 
ale) = [f (Sa (£), t, Sv,a(@))] EPY O). 
为 了 证 明 它 定义 了 一 个 单 值 映 射 。 需 要 证 明 . MRU NU Ap, A 
sEUN Us, M 
[*(80,a(%), +, Sw,a (2))] = E Cole), e, Sr). 
事实 上 , 这 时 
E) =Pa(@, Si,a(w)) = Pala, &,0(@)) 
=Qu(@, Jaa(%)%,a(@)), 
由 Yu 的 一 一 性 , 有 
Sia (E) = Jag (E) S, 9(@), 

注意 gas (2) EC", BY gO AEREA. I 

*(89,a(@), +t, SN al) ) = Jag (T) CS0, CE), ***, Sy,e(@)). 
这 证 明了 在 PYCO) p [Coa 0, e, Swa (lz)] 和 Coe), 
sme(o)] 相 等 ， 即 c ARM. BR, o 是 全 纯 映 射 . 
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为 了 后 面 有 用 ,我 们 给 出 下 面 引 理 . 
引 理 名 .1 给 定 主 纤维 从 (P, M, oe, © REMBR p: 96-> 
Ct, 由 它 构造 相伴 的 全 纯 线 从 且 =PxoE€. FRMserCh), Ei 
AL1LELT PES Rs, N l 
ole) =['Golp), +, 8v(p))], YpE rr (e). 
证 P a = lso), “+, 8y,a(@)) I], 其 中 EUa. 而 任 
取 %=0, 1,….-, N, & 
s(t) = bala, 8a,1(@)) =o (baa, 0), sala). 
但 是 由 式 (1.4), s(xwp(D)) =r &(p)), VpEP. MpEkr (a), 
WW s=rplp), 代入 前 式 , 有 
s:(ap(p)) =a (Yalp), 0), Sa; ae) 
E © =p, &(p)). 
TERS P h {Ue W) 定义 , HH (Us, PAER, 而 各 PXE 
> E = P x C/G, 其 中 G 在 PxC 上 作用 为 (p, y)a= (pa, 
e(a) ty), Ak Px C HR (ha (orp (p) , 8), Sai rA p, & )) 
de Al — + Bi EF. BD A dE <EG， 使 Pa lre), o) a,. 
Sai (rp(O)) =p 总 (p), MH a ce 
sa, i (pp =p (a) Sync 人 oa Eyy 
Hist (1.3), A Epa = pla), VEEP, Et; zwar 
8a, (8) =S: (Pale, 6)), 
今 bala; e)=pErp (s), 所 以 
o (æ) = [f (Soa (E), *, Saw (a) )] 
= Elso (halo, 0), ++, sx (fa lw, 0)) NH 
= Gip), +++, Sv(p))] 
对 p= 业 olw, 6) PIL. {AE spa) =p(a)*s:(p); W AERE 
zi (a), WEE GEG, Biq=pa, Ait 
E Calg), +, 8v(Q) J =Le(@)** op), +, Sv). 
as =F op), -, Sy (PN, ' 
RHET o 
o(@) =['(8elp), = 8v(p))], VpEap (ay, 
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引 理 证 完 . 

定义 M bee EAE AN, MRE CE) PE 
BE (2.2) KSPR {%, 81, e 8y, MEARE LR 
射 a: MPY (OKERRA. BRN o RAHET M 上 最 大 线 从 
的 映射 . 

定理 2.2% RM E px(€) PASS RIB. w B= Bile 
(E| M 意 为 Bs pscte M AREA MEERA W E 
EM ERKA. MAET PEREIERRE Sor Sy, e By, 
搜 它 科 定 义 的 映射 c: MPY OR BERRA o O oo 
= E MPO, KH E= Eal Mme BRO L 
NIDEREA 2°, 8, 2" PRP CY? Bee RA 
的 一 组 基 ， 由 定理 2.1, PE) 线性 同 构 于 线性 空间 @ 全 的 对 人 
空间 ， 在 这 线性 同 构 下 ,*' 对 应 于 (9) 中 基 元 素 i 4=0, 1, 
N. 由 引 理 2， 1, RAT ' 
i ~ AED =i), a,- ,mf 

t =E, gi re, zy)] = (sl. - 
即 o H POM 上 恒 等 映 射 . To a 
| ERRE, Mc P*(C), 这 时 在 Ba HERE Bos iy s, 
Sy, EB |M, a| M, --- 3y | MRT PR o, MP E, 
IT BB OLA PX 人) E, EH, yor, wR: 由 前 一 
情形 , 这 是 恒 等 映 射 . MENTEM. py 

由 此 定理 可 知 ， 任 一 紧 复 流 形 M, FPL RBA GEER RIA 
FE BRA o HRA PX(G) 申 . FG BRAY AH oC) 
E-a E o CM) ERO R MIDES: : 


s3 EMEARI SER 


id G AE Lie H, Ly @ WAA Lie FH, & G/L= MH 
RESZRE. DV AN 维 复 线性 空间 ，: 记 了 WHA RE H F] 
HARK BRE CAV) EV pie aes GLY) 


e ATA >. 


可 表 为 GL(N, ©. 

对 工 的 全 纯 表 示 e: [>GL(V). 由 $1 之 例 8 构 造 出 的 主 从 
(G, M, ma, 也 出 发 ， 可 造 出 与 之 相伴 的 全 纯 向 量 从 CZ, M, a, 
V), W ES0X V. RBH BELWGXV RTF CWA: 

(p, l= (pl, cD), YO, 切 EBXF IEL 

下 的 商 ( 即 轨道 空间 ). 

定义 G 在 GxV 上 左 作用 如 下 ; 

alp, v)= (ap, v), Vlp, EQGXV, acdG. 
于 是 工 在 Gx 玉 上 的 右 作 用 和 G 在 Gx 玉 上 的 左 作用 可 交换 . A 
此 诱导 了 G 在 商 空间 召 上 的 作用 . Waca, a 在 GxV 上 的 左 
作用 诱导 了 如 上 的 作用 记 作 4。, MERS. 
AyA,=Aw, Va, DEG, 
woA,=7,9%, VeaEQ. 

这 里 ra 定义 为 (OL) = @b)L, VaEG, bLEG/L, 

显然 , G 按照 {A| Vac} 定义 了 吾 上 的 作用 ,使 如 为 齐 性 
空间 ， Xit, (E, M, æ, V) 称 为 M=G4G/L 上 按照 表示 eo, Lo 
GL(V) 定 义 的 齐 性 向 量 从 . 
-= BIr. AF M=G/L K, iU dim r (E) <o. 于 
是 每 个 acEG,， 定义 了 线性 空间 工 ( 召 ) 的 自 同 构 o*a) K 

| (#*(a)s)a= Aasltr'®), VEM, ser(B), «EG, 

现在 来 证 明 o* 为 复 Lie RG 的 全 纯 表 示 ， 

SHR a, DEG, 则 

(Got (ab)s) @) = Ags (tay 2), 
(wt (a) a* (b)s) (@) = Ag (wt (b) 8) (za w) 
= AAs (tp T7 E) = Ar Aol TE). 

HF Aom AoA. REAT ot (ab) =@* (a) 0). E r*a) 
=a*(a). EKE, REHE atle) —tdic BS S (at (6)s)e= 
A,s(t, 18) =s), VsEL(#), o€ M, 这 证 明了 o* (e) = idro. 

余下 要 证 otAG EKAA. HAAL Msc li) 
导出 映射 s:G->F， 有 soD =e), VIEL, pEG, NER 
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HERR Bt 2¢.GxVoE, wy 
s(a) =a(p, 8(p)), mep) =o, 
记 we: G>M=G/LHAB RRA. Fie 
(3.1) (a*(a)8) (p)=s(@"p), Va, pEG, sEer(#), 
事实 上 ， mlp, (w*(a)s) (p)) = (ot (a) (8)) (@) = Aas (vim) 一 
Alap, 8(ap)) =a(p, 8(a*p)), UE TK (3-1) Rw. 
今 由 dim I'(B)<+0co, Æ FH) 'PRE 8, &, e sy， 于 
是 有 


(8.2) ot (os melo) j=0, 1, =, N, 
Mula) … mla) 

Bp M(a)= : 
Myi(@) ++ Myx(a) 


为 z+(q) 的 方 阵 表 示 。 为 了 证 为 a 的 全 纯 表示 ， 只 要 证 所 有 
由 (3. 力 及 (3.3) 推 出 
(88) AD) = OR (E) =D mD), 
j=0, 1, o's N, 
VaeG, pEG 成 立 ， 但 是 so s, 0, sy 线性 无 关 , 及 sle) =a (yp, 
(PD)), vw 一 wa(p) 可 知 So, 81, …， Sx 也 线性 无 关 ,， 因此 在 G 中 存 
Æ NAA TIGR po, pi, …, Py, 使 


io(2o) … SoCpx) 
det} :- : f0. 

Sy (Po) eee Sy (pw) 

另 一 方面 , MÆ j, O<J<N, 则 
Sop) = mip), k=O, le NG 

由 Cramer 法 则 可 知 my (a) Æ 3 (apo), 0, slapy) 的 线性 组 
合 ， 但 是 (0-1py) 是 4EG LAA BR, 这 证 明了 ma(o 是 cEG 
上 全 纯 函 数 ， 即 ot 为 9G 上 全 纯 表 示 ， 
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现在 设 dim 严 =1， 这 时 马 为 相伴 于 (G, M, ae, £) 用 一 维 
表示 n, LC EAR SIN, BET CB) = {0}, E {so 81, ++, Sut 
ATAKAE. RHRFC.DAMMWE. HUE, WOKE 
P(E), WHE mM, E43 so) 40. S G HEM=G/L EER 
Wy is, AL 

z (wt (a8) (rato) = Aas (20) #0, 

KERTIER- OGM, PESCITA), Ery. T= 


Ss. 由 8’ (a) = Shas (a) #0 可 知 ， 存在 i 0 和 ys 和 A， FR 8; (@) 


+0. BRE (2.2) 满 足 . 

定义 G HEARR o* 称 为 由 也 的 表示 2 诱导 的 表示 ,表示 
空间 为 了 (有 2). 

上 面 给 出 了 GG 的 全 纯 表 示 w* 的 方 阵 表 达 形 式 ， 即 在 T) 
eb HY FS oR HE DRIE fo, s, en sm W oO) MAME RARY 
M(a), YaEG. FRC HRSHARRRA 
a>M (a), Vee, 
定义 记 

M* (a) ='M(@)™. 
PR o> M1" (0) 也 是 复 Lie HG 的 一 个 线性 表示 ， 称 为 表示 oF, 0 
2M QE RE. 

另 一 方面 ， 由 Er 上 的 线性 变换 Me), BS THRASH 
Px(C) 上 的 射影 变换 , 记 作 届 "(g)， 于 是 有 关系 
(3.4) o(ae) = M (a)o(x), Vee M; aga., 

事实 上 ,对 工 () 中 取 定 的 基 sw 51,…, sy， 由 $2 定义 的 映 
BY o: M->P* (OC) l , 

ole) = [Ë so (£), #(@), =, 8y(@))], Vee M. 
由 引 理 2. 1, 4 . 
meas o(@) = [Cs0(P), 81(p), ++, Spy; 
siai $ YEM, pE mg" (ey, 
由 于 xa: G>G/L K ARN, FUER aG, aGralp), bide ar 
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ang (p) = alap), 有 
(8.5) o (aw) = [' (So lap), s1(ap), =, 8¥(ep))] 
由 (3.3) 式 ,有 
‘(So (ap), +, 8y(ap)) = M* (a) olp), ++, Sy). 

这 证 明了 (3.4). 

引 理 8.1 ASW bt, M=-G/L WRB M) RACE 
PY (C) i fE-—4B St -F 83 [i] Fp, 

证 利用 so 81, …， sy 线性 无 关 立 即 可 证 之 ， 


§4 Borel-Weil 定理 


在 这 一 节 , M=G/P 为 D 空间 , 其 中 GG 为 单 连 通 复 半 单 Lio 
群 , 卫 为 G 的 抛物 子 群 . 

BBM 上 的 全 纯 线 从 ， 已 知 开 上 的 任何 全 纯 线 从 必 相伴 于 
四 P 的 一 个 一 维 表示 构造 出 的 主 纤维 从 (G， MY, wae, p)". 但 是 这 

结果 在 下 面 没有 用 处 . 

我 们 用 第 四 章 , 8 3 引进 的 记号 ， KRR, 无 妨 假设 P= 
Pon 所 以 卫 的 Lie 代数 p 为 

p=Pr~b+ Sta. 


ec datulwel 


Hy Sa b+ 之 go 


AE{®o] 


ae A*\T arg} 
~{H €bla(A) =0, Vac mo 
则 ERE bie RA H 
nc [p,p], © r= hot [hao Gad. 
DEA PC INRE. 则 其 微分 du, p> 是 Lie 代 
数 的 卖 示 , 使 得 l 


Ges 


dx | n= de), [Gass x] = 


* 8. Murakami (Ht. 上 信 #), (Bux cartaius espaces fbres | prlucipans difgrentia- 
` pfe et Hdl6morphes. Nagoya | Math. 7B (19595; “J? whe 4 


KIT e 


所 以 dw Hy Bo 上 的 限制 所 决定 . 
反之 , 记 4 为 和 上 强 整 形式 ,使 得 


(4.1) <A, a=—0, Vaea, 
i T=exph. Wik WA e TC’ 为 
(4.2) a(expH)=e 4, YHE), 


同 态 核 为 {xp HET] ACH) =0}. HG.1), 它 有 生成 元 


Ha 
{exp zs aE aol. 

G 中 连通 子 群 G4, 对 应 了 Lie tao... 由 于 gx 一 Bo 十 [gx,， 
gai] 为 空间 直接 和 ， 而 [8x。，9s,] 为 理想 , 它 对 应 G HHA Lie 子 群 
Gi, (Gu 的 换 位 子 群 )， 于 是 有 Ge HRA G.=-TG.. 由 条 
#$ (4.1), oG NT) ~1, Hole 可 扩充 为 Ge LNA ws Gx 一 
C, EB olaa) =1. 

由 第 三 章 , 命题 2.1, P EFERR P =O N, 其 中 NAG 
中 对 应 Lie 代数 # 的 连通 子 群 。 所 以 % 又 可 扩充 为 了 上 的 同 态 
w. P->C*， 使 得 1(N) =1, 

BZ, AS EAKA), PHEW PERS. 这 是 P 的 一 维 
MR. 

EA 4.1(Borel-Weil) A HS 上 适合 a. 1) 的 强 整 形式 ， 
v, P>C* 为 P 的 一 维 表示 , 且 适 合 条 件 (4.2), HE, M, a, ©) 
为 相伴 于 主 纤维 从 (G, M, ta, P) MER o 所 构造 的 全 纯 线 从， 
W T(E: 站 {0}, 且 G 在 人 (如 ) 上 的 诱导 表示 为 G 的 具有 最 低 权 
一 4 的 不 可 约 表示 . 

证 JWE T(E.) #0}. CAW A, 存在 G 的 不 可 约 表示 P, 
使 其 最 高 权 即 A WER p 的 表示 空间 为 了 ， 使 为 了 中 属于 
最 高 权 4 的 非 零 权 向 和 量 . HV 中 引进 Hermite ARG). | 

FER ov, H p> Pto 9) 为 G EAER, we», Ale 
P, WA 

0 (pl) = ehv vo, v) 一 ZOR vo, v). 

ER XEv.,, WX=-H+ DW Xa HH ACH, XE go 


ae a0 fw} 


. ‘Te . 


HT e(X)VuacV ase, Va€ 4. 但 4 为 最 高 权 , PPE Va =, Vac 
dt, X A>0, <A, <0, YaE lro]. 4a€ [r] Na 时 , Ata 
不 是 权 , 所 以 V44s 一 0， 这 证 明了 任 取 7E Pa M pE) r= to Ovo, 
fi x0) =a), 其 中 wz 由 式 (4.2) 之 ww 开拓 而 成 、 自然，zo 
Pa >C 为 Px 的 一 维 表示 .又 

DCD = (p(p) p(D) vo, V) = 202) (p(p) v0, V =T 
WIE Ps, pEG， 由 命题 1.1, 存在 sET(B), 使 3 一 2, 显然 ,存在 
VEV, EDHO, 例如 可 取 v= vo 所 以 SHO, KERT TE) + 
{0}, 

AEG 在 入 (BOJ 上 的 诱导 表示 of 为 不 可 约 表示 . 

符号 同 83。 由 CCE) 中 的 一 组 基 so， 81, °°, Sy EELT 
Bt o: M>P" (C), h (8.6), # a (ap) = M @)o(p), VpEGY Pay 
特别 取 O= male) EQ/ Pa WA o(a0)=M"(a)o(0). 4 EPs, 
BE, 则 a0 一 0。 MAMO oO) MAAS. 这 证 明了 表示 P” 
(©) 中 点 ol0) 的 直线 WICE 在 M*(g) 下 映 为 自身 ， Noe og 
4 Pa HH Borel FRE B, 使 BB 的 Lie 代数 为 b=h+ Zi 
LG iia t 

(a*)*; a->M* (a) | 
在 C*++ 的 直线 [切中 有 一 点 ?为 最 高 权 的 权 向 量 . 

BW, 由 引 理 3.1, c(G/Pu.) 不 包含 在 PYCC) 的 任 一 真 
FSH, HALa) ao Vaca ERC, a (d(w*)*(X4) 
edl (X Dol X41, …， X-ECg=LieG, r>=0} ERCH, Bath 
(w*)* 是 G 的 不 可 约 表示 ， 因 此 oP a: G 的 不 可 约 表示 . 

今 由 引 理 2.1 

[o] =a (0) = GO), BO, = AT 
Ht (3.5) #4 o(a)=M*(a)o(0). AR T 


AOLE 30(a) 1 35 (8) 
“ol : } : jxo : VaeT, 
KO \tv@)/ 人 
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其 中 全 exp 了 了 CP， 而 
wo (oxp H) =2(exp H) i= es, 

这 证 明了 4 为 G 的 不 可 约 表示 O 的 最 高 权 ， 所 以 一 4 为 G 
的 不 可 约 表示 o* 的 最 低 权 ， 定 理 证 完 . | 

定理 和 .2 单 连 通 复 半 单 Lie HG 的 任 一 不 可 约 表 未 由 G 
的 某 个 Borel 子 群 BB 的 一 个 一 维 表示 所 诱导 . l 

证 代替 Borel 子 群 为 上 面 定理 中 的 抛物 子 群 . BD mo @. 
用 定理 4.1, 对 任 一 强 整形 式 A, 存在 B 的 一 维 表 示 ， CMR SL 
一 和 4 为 最 低 权 、， 熟 知 G 的 所 有 不 可 约 表示 的 最 低 权 攀 成 的 RS 
等 于 集合 {一 分 ,其 中 A 遍历 所 有 强 整 形式 . 定理 证 完 . 

最 后 ， 我 们 证 明 由 第 四 章 定理 3.2 AARAA M-> 
PC) 等 于 这 节 给 出 的 映射 c: M>P (C). Ait, PAMEN 4.1 
的 证 明 中 引入 的 符号 ， 由 于 p 和 (w*)* 有 相同 的 最 高 权 A, 记忆 
不 可 约 表示 p 和 (w*)" 等 价 . 特别 dim V dim FB) = +1) 因 
I, 按 5(pD =r olp), VIEB, pEGEXT RETA Bp, 
于 是 建立 了 了 了 aL (A) ABH vs, 这 个 映射 是 一 一 的 ， 事 
实 上 , s=0, 则 =0， 所 以 5=0， 但 D = olavo vy Hi 
p 为 不 可 约 表 示 , (PP) vo V) =0, VpEG, MH tp vol PcG E 
RV, Pru o=0, BE F. PRE AB VREER E 80, 61, + 


ty, WHT T(E) p E 80, S, ‘e+, By, 设 p( Pp) v= Das, 则 ap) 
= (P(P)to, 6) =a, i=0, 1, +, N. RER V 中 元 
lo, 
MERE CYH HR (aP, at, a), 
oa (a) = [* Gow), 81(p),. Nia sy(p))] . 
[oo aa, ++, aw)] = [plp) va] 
= B(w), YoEM. l 
这 证 明了 由 第 四 章 定 理 4.1 给 出 的 嵌入 映射 SETRA o, jp 
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o RIG, G/P, me， 站 相伴 , 用 三 的 一 维 表示 2 定义 的 齐 人 性 
问 量 从 所 定义 . 

注意 ”Borel-Weil 定理 没有 发 表 过 ， 仅 出 现在 丁 P. Serre 
“Représentations linéarie et espaces homogènes Kihlériens des 
groups de Lie compacts’. 刊登 在 Séminaire Bourbaki (1954), 
后 来 ，Bott 和 Kostant 推广 了 这 个 定理 . 


i 
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下 面 介绍 齐 性 空间 理论 在 许多 领域 中 的 发 展 和 应 用 . 给 出 一 些 课题 和 
它们 在 近 几 年 的 参考 文献 . 虽然 这 些 文献 在 每 个 方向 中 并 不 一 定 特 别 重要 ， 
但 是 它们 反映 了 近年 来 的 发 展 状 吏 . 

D 章 性 空间 的 微分 几何 

齐 性 空间 ， 特 别 是 对 称 空间 的 微分 几何 在 Helgason [8], Kobayashi- 
Nomizu [13] 和 Boothy-Weiss [1] 的 书 中 可 以 找到 ， 在 这 些 书 之 后 出 版 的 
有 关 齐 性 空间 的 Riemann 几何 , 见 Cheeger [5], 第 3 章 以 及 下 面 文献 . 

J. Milnor, Curvatures of left invariant metrics on Lie groups, 
Advances in Math. 21 (1976), 293~329. 

E. Heintze, On homogeneous manifolds of negative curvature, Math. 
Annalen 211 (1974), 23~ 34, 

L. Bérard-Bergery, Sur la courbure des métriques Riemanniennes 
invariantes des groupes de Lie et des espaces homogènes, Ann. Scient. 
Ecole Norm. Sup. 4e série, 11 (1978), 543~576. 

也 有 一 些 人 讨论 Kaehler 0- 空 间 的 等 度量 射影 内 入 以 及 相关 的 问题 ， 
见 

M. Takeuchi, Homogeneous Kahler submanifolds in complex projec 
tive spaces, Japanese J. Math. 4 (1978), 17L~219. 

2) 代数 群 

关于 一 般 知 识 , 见 Chevalley [7], Borel [2], 或 Humphrey [11]. 下 面 
是 关于 D 空间 上 的 代数 问题 ， 

S. C. Seshadri # A. G/P 的 几何 . (I) C. P. Ramanujan: A tribute, 
207 (Springer-Verlag), the Tata Institute of Fundamental! Research;(IT), 
Proc. Indian Acad. Sci, 87A (1978), 1~54; (III), Proc. Indian Acad 
Sci, 87A(1978), 93~177; (IV), Proc. Indian Acad. Sci., 884 (1979), 279 
~362. 

3) 复 齐 性 空间 上 的 函数 论 

关于 典型 域 上 的 函数 论 , 见 华罗庚 [27]. 最 近 , 出 版 了 Satake[20] 的 书 ， 

2.。 


我 们 参考 了 这 本 书 , 这 本 书 中 所 引 关 于 这 个 课题 的 文献 是 很 全 的 ， 也 可 见 许 
以 超 发 表 在 中 国 科学 和 数学 学 报 上 的 关于 Siegel 域 的 一 系列 工作 。 另 一 方 
面 , Shima 给 出 了 一 系列 的 论文 , 研究 了 章 性 空间 的 Kaeblor 几何 的 实 翻版 ， 
见 

H. Shima, Homogeneous Hessian manifolds, Ann. lInst. Fourier, 
Grenoble, 30 (1980), 91~128. 

4) Lie 群 的 西 表示 

对 紧 群 , 我 们 有 Bott- 区 ostant 定理 , 它 是 用 0 空间 上 的 某 个 上 同调 , 对 
Borel-Weil 定理 所 作 的 推广 . 见 Warner [26], 第 一 卷 . 

对 非 紧 半 单 Lie 群 的 西 表示 的 详细 表述 见 Sugiura [22], Wallach [24], 
G. Warner [26], 也 见 下 面 论文 ， 

W. Schmid, On the character of the discrete series, Inventiones 
Math. 30 (1975), 47~144. 

R. Hotta and R. Parthasarathy, Multiplicity formulae for discrete 
series, Inventiones Math. 26 (1974), 183~178. 

De George and N. Wallach, Limit formulas for multiplicies in 
L?(ING), Ann. of Math. 107 (1978), 133~150. 

5) 齐 性 空间 上 的 调和 分 析 

这 个 课题 和 酉 表示 论 密切 相关 ， 见 [24], [26]. 

近年 来 发 展 起 来 的 课题 是 关于 谱 问题 ， 即 Riemann 齐 人 性 空间 上 的 
Laplace AFH IEA. 一 般 的 介绍 见 

M. Berger, P. Gauduchon and E, Mazet, Le spectre d’une variété Rie- 
mannienne, Lecture Notes in Math. 194, Springer-Verlag, 1971. 

关于 决定 Riemann 章 性 空间 的 谱 等 的 文章 , 见 

E. Cartan, Sur la determination d’un système orthogonal complet 
dans un espace de Riemann symétrique clos, Rend. Circ. Mat. Palermo 53 
(1929), 217~ 252. 

A. Ikeda and Y. Taniguchi, Spectra and eigenforms of the Laplacian 
on S” and P*(C), Osaka J. Math. 15 (1978), 515~546. 

H. Urakawa, On the least positive eigenvalue of the Laplacian for 
the compact quotient of a certain Riemannian symmetric space, Nagoya 
Math. J. 78 (1980), 187~152. 


6) 离散 子 群 及 局 部 对 称 Riemann 空间 的 某 些 上 同调 
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关于 Lie 群 的 离散 子 群 理论 见 Raghunathan [19] 及 Mostow [17]. 
关于 局 部 对 称 Riemann 空间 的 某 些 上 同调 群 ， 首 先 出 现在 离散 子 群 的 
刚性 问题 的 研究 中 .后 来 , 在 Matsushima-Murakami 的 文章 中 , 展开 了 一 般 
理论 ,特别 在 局 部 对 称 Hermite 空间 的 情形 得 到 了 一 些 有 意义 的 结果 . 这 方 
面 六 门 的 介绍 , 见 
S. Murakami, Cohomology groups of vector-valued forms on symme- 
tric spaces, Lecture Notes, University of Chicago 1966. 
-下面 文章 的 参考 文献 中 几乎 包括 了 这 方面 理论 的 全 部 论文 .. 
F. Williams, Vanishing theorem of type (0, q) cohomology of losally 
symmetric spaces, Osaka J- Math. 18 (1981), 147~160. 
关于 上 同调 群 的 许多 进一步 的 课题 , 也 可 见 Borel-Wallaeh [8]. 
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参考 书目 由 提 到 的 其 他 书 ,与 本 讲义 最 后 的 注 记 有关 。 
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THEORY OF HOMOGENEOUS SPACES 


Summary 


The present book is based on notes that the author has prepared for 
a series of lectures on complex homogeneous spaces given at Nankai 
University, Tianjin, China in autumn 1930. It consists of six chapters, 
the content of which we shall now summarize briefly. 

Chapter 1. Preliminaries. This is an introductory chapter on Lie 
groups, homogeneous spaces and Riemannian manifolds. Assuming that 
the reader has some knowledge on these subjects, we recall without proofs 
basic concepts and results which will be used throughout the book. 

Chapter 2. Symmeiric Riemannian spaces. In the first half, we discuss 
elementary properties of symmetrie Riemannian spaces and examples of 
them. Then, after a review of the relationship which exists between 
complex and real semi-simple Lie algebras, we present the structure 
theory of symmetric Rien:anni in spaces, and finally get the classification 
of irreducible symmetric Riemannian spaces. 

Chapter 3. Symmetric Hermitian spaces. We introduce first important 
results on complex homogeneous manifolds, which will be applied in tie 
rest of the book. Then symmetric Hermitian spaces are discussed and 
classified. 

Chapter 4. Compact homogeneous complex manifolds. First we recallthe 
structure theory of complex semi-simple Lie algebras, and discuss proper- 
ties of parabolic subgroups of a complex Lie group. We prove then a 
structure theorem (due to J. Tits) on compact complex homogeneous 
manifolds: Such a manifold is a fibre space over a D-space whose fibre is 
a compact complex parallelizable manifold (a D-space is the quotient of 
a cemplex Lie group by a parabolic subgroup). We derive from this a 
theorem of E. C. Wang asserting thata compact simply connected com- 
plex homogeneous manifold can be represented as the quotient of a com- 


pact semi-simple Lie group by a C-subgroup. 
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Chapter 5. Homogeneous Kiihler manifolds. A theorem of A. Borel on 
the structure of compact homogeneous Kahler manifolds is proved. Then 
we examine existence of invariant complex and Kahler structures on the 
quotient space of a semi-simple Lie group by a compact subgroup which 
is the centralizer of a torus. We prove in particular the counterpart of 
the theorem of H.C. Wang cited above, and also the theorem of A. Borel 
and J. L, Koszul to the effect that a homogeneous bounded domain in © 
acted transitively by a semi-simple Lie group is necessarily a symmetric 
domain. 

Chapter 6. Homogeneous vector bundles and induced representations. 
This chapter begins with a brief introduction to holomorphic fibre bund- 
les, principal bundles, vector bundles associated to principal bundles, 
and holomorphic projective imbeddings of complex manifolds by means 
of line bundles over them. Then, by analysing the projective imbeddings 
of a D-space defined by homogeneous line bundles over it, we prova 
among others the following theorem of Borel-Weil: Any irreducible repre- 
sentation of a complex semi-simple Lie group is induced from a one- 
dimensional representation of a Borel subgroup. 

The bibliography at the end contains a list of books on Theory of Lie 
groups and homogeneous spaces which may be useful for the reader’s 
further study. 
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